一 、 极 坐 标 


我 们 知道 ， 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 ， 可 以 使 得 平面 上 


-的 点 和 一 对 有 序 实数 之 间 建 立 起 一 一 对 应 的 关系 ， 从 而 平面 


上 的 曲线 可 以 用 两 个 变量 所 满足 的 方程 来 表示 。 并 且 可 以 通 
过 对 方程 的 讨论 来 研究 沿线 的 性 贡 。 这 就 是 说 ， 几 和 何 问题 可 
以 用 代数 的 方法 来 进行 研究 ， 这 是 解析 几何 所 常用 的 方法 。 

但 是 在 研究 某 些 问题 时 ， 如 果 通 过 建立 直角 坐标 系 来 讨 
论 ， 往 往 感到 很 不 方便 ,其 至 会 遇 到 很 大 困难 。 因 此 必须 "用 
不 周 的 方法 去 解决 不 同 的 了 巴 盾 "， 选 择 另 外 的 坐标 系 才 便 于 
解决 问题 .下面 就 介绍 另 一 种 常用 的 坐标 系 一 一 极 坐 标 系 . 用 


- 它 来 建立 平面 上 的 点 与 一 对 有 序 实数 之 间 的 对 应 关系 ， 可 以 


讨论 一 些 不 便于 用 直角 坐标 系 来 研究 的 曲线 与 方程 的 关系 。 
$1 极 坐 标 系 


1 平面 上 点 的 极 坐 标 

在 三 大 革命 斗争 实践 中 ， 常 常 利 用 距离 和 方向 来 确定 一 
个 目标 的 位 置 。 例 如 : 

指挥 所 向 雹 位 OO 指示 射击 目标 号 的 位 置 时 ， 常 常 是 指出 
骂 离 10P| 和 和 目标 PP 的 方位 角 人 人 NOP (图 1)。 炮兵 战 士 根 


和 


据 这 一 对 数字 一 一 1]QPI 和 一 OP 的 笛 ， 可 以 很 迅速 卫 调 
正 炮 口水 平角 和 射 
程 ， 立 即 挫 贷 总 十 目 
标 。 丫 然 的 话 ， 如 果 
给 出 的 且 标 位 置 是 两 
个 直角 坐标 的 数 值 ， 
那 还 得 通过 换算 ， 才 
能 进行 射击 ， 这 样 便 


会 贻误 战机 。 图 2 


人 造 地 球 卫星 书 是 以 地 球 中 心 D 为 引力 中 心 ， 沿 猜 酌 轨 
道 运行 的 (图 2 )。 设 卫星 轨道 平面 8 与 地 球 丈 道 平面 w 的 交 


线 为 0, 那么 , 卫星 号 在 轨道 平面 B86 上 任何 时 刻 的 位 置 ， 可 


以 用 卫星 PP 0 [OP |j ee 
号 利 用 也 到 一 定点 0 的 归 离 和 射线 OP 
的 方向 这 两 个 数值 。 这 就 说 明 可 以 用 长 度 和 角度 这 两 个 数值 
来 确定 平面 上 点 的 位 置 ， 这 就 是 极 坐 标 系 的 基本 思想 ， 

下 面 我 们 介绍 建立 平面 上 极 坐标 系 的 方法 : 

先 在 平面 上 取 一 定点 O， 从 O 引 一 射线 OCX《 图 3), 上 青 


确定 一 个 长 度 单位 和 计算 角度 


的 正方 向 ( 通常 选择 逆 时 针 方 


向 为 正 向 )， 这 样 就 构成 了 一 
个 极 坐 标 系 . 定点 O 〇 称 为 极点 ， 


射线 OX 称 为 极 铀 ， 今 后 我 们 8 
把 已 经 建立 了 极 坐 标 系 的 平面 0 
称 为 极 坐 标 平面 . | 
这 样 。 对 于 极 华 标 平面 上 的 任意 一 点 了 号 ， 如 果 忆 到 极点 


口 的 虐 离 10P| 记 为 P， 以 极 轴 OX 为 始 边 ， 射 线 OP 为 终 边 
的 角 达 和 OP 记 为 6868、 那么 点 忆 的 位 置 完 爹 可 岂 由 一 村 有 序 
实数 P、8 来 确定 ，、 我 们 把 有 序 实数 对 ( PP，8 ) 称 为 所 PP 
的 极 坐 标 ， 记 为 已 (CD，8)。 书 称 为 点 已 的 极 半 和 从， 简称 极 
径 ， 0 称 为 点 书 的 极 角 ， 

元 


(3 一 - 答 -) 的 点 ， 
解 ”在 极 和 坐标 平面 上 , 作 射 线 O4， 
使 LXOA= 
在 C 4 上 取 一 -点 号;， 使 
IOF,i=2 图 4 


8 
那么 呈 , 就 是 极 华 标 为 (2 ,了 本 ) 的 点 ( 图 4)， 
再 作 射线 DB， 使 


在 OB 上 取 一 点 Ps， 使 
1OP,|= 池 
那么 只, 就 是 极 坐 标 为 (也 ， 一 竺 一) 的 点 . 
图 5 中 的 A、 如 ,C.DD、 巨 , 太 各 点 分 别 是 极 特 奈 为 
(5 车 )、 (3 一 - 综 ) 0 -于 ),， (6，#)、(5， 一 如-)、 


《 赋 ，- 了 4 ) 的 点 。 


不 难 埋 出 ， 对 于 极 华 标 平 面 上 的 任 一 点 号 ， 如 果 把 射线 
由 OO 开始 ,以 赣 时 针 方 向 绕 O 旋 转 到 OP 的 位 置 所 成 的 角 记 
为 6， 那么 巡天 OQP 也 可 以 填 作 是 针线 所 位 置 〇 X 开始 ， 以 
逆 时 针 方 向 绕 口 旋转 一 周 后 继续 旋转 ， 最 后 洲 在 OP 的 位 置 
所 形成 的 角 ( 图 6 甲 ), 这 时 点 P 的 极 角 是 6 十 2x。 当 然 
全 OP 也 可 以 团 作 是 射线 由 位 置 OK 开始 ， 以 赣 时 针 方 向 
绕 0Q 旋 转 两 周 后 继续 旋转 ， 最 后 洲 在 OP 的 位 置 所 形成 的 
和 角 ， 所 以 点 玉 的 汲 角 也 可 以 委 作 是 日 十 4T。 四 


8 一 2 Ea 
图 6 

一 般 地 ， 玫 久 OP 可 以 看 作 是 射线 由 位 置 QOX 开 始 ,以 道 
时 针 方 向 绕 O 旋 转 n 周 后 继续 旋转 ， 最 后 落 在 OP 的 位 置 所 


形成 的 角 ， 所 以 点 忆 的 极 角 可 以 看 作 是 6 十 21x。( n= 二 1， 


同样 ， 人 XOP 可 以 看 作 是 射线 由 Q 怪 开始 ,以 闫 时 针 方 
沿 绕 0 旋转 到 OP 的 位 置 所 成 的 角 , 这 时 点 卫 的 极 角 是 8 一 2r 
《图 6 、 乙 )， 当 然 , 人 全 OP 也 可 以 看 作 是 射线 由 OQ 开始, 以 
顺 时 针 方向 比 口 旋转 一 周 后 继续 旋转 ,最 后 落 在 OP 的 位 置 所 
形成 的 角 ， 这 时 点 书 的 极 角 是 6 一 4r。 

一 般 地 ， 一 习 OP 可 以 君 作 是 射线 由 OOXX 开 始 , 以 版 时 针 
方向 绕 0O 旋 转 ( n 一 1 ) 周 后 继续 旋转 ， 最 后 落 在 OP 的 位 置 
所 形成 的 角 ， 所 以 点 也 的 极 角 可 以 团 作 是 9 一 2nx (nn 二 1， 
Ds si ), 

因此 ， 点 也 的 极 角 一 般 可 表示 为 6 十 2nnt 为 整数 )。 
所 以 极 坐 标 《( pp，8 十 29x)( ?为 整数 ) 与 极 僻 标 (P，0) 
表示 的 是 同一 点 。 


例如 图 5 中 点 4 的 极 耸 标 是 (5， 主 ), 也 可 以 表 共 为 : 


《5， -二 二)， 《5， A )、 TTETT 


1iix 237 
或 者 《总 。， 一 6 ), (5， 6 > os 


所 以 点 4 的 极 坐标 可 以 一 般 地 表示 为 (5 ， 全 十 2mr ) (为 


整数 )。 

但 是 要 注意 ， 当 0 一 0 对 ， 点 一 与 极点 CO 重 合 ， 这 时 0 
的 值 是 不 确定 的 ， 也 就 是 极点 品 的 级 角 可 以 取 任 意 实 数 值 ， 
所 以 极点 QO 的 极 坐 标 可 表示 为 ( 0， 9)( 4 为 任意 实数 值 )。 


如 (0，0).(0， 筷 ) 或 (0 ,一 ) 都 是 极点 Q 的 极 坐 标 , 因 


5 


此 ， 在 极 坐 标 平 商 上 ， 极 点 O 是 个 特殊 的 点 ， 今 后 在 有 些 问 
题 的 讨论 中 ， 必 须 注意 它 的 这 个 特殊 性 ， . 
2. 极 坐标 概念 的 推广 
根据 前 面 极 坐 标的 定义 ， 平 面 上 任 一 点 了 的 极 径 P 是 点 
到 极点 0 的 距离 ， 所 以 必 有 Pp 之 0。 但 是 在 某 些 傅 况 下 ,为 
了 研究 问题 的 方便 ， 也 人 允许 极 坐 标 平面 上 点 书 的 极 径 p 取 负 
值 。 这 时 p 就 不 能 理解 为 点 P 到 极点 DO 的 上 距 离 了 。 下 面 我 们 
来 讨论 当 点 卫 的 极 径 p 是 负 值 时 ， 点 了 的 位 置 是 如 何 确定 的 。 
当 p 之 0 时 ， 点 P ( p， 9 ) 的 位 置 按 下列 规 则 确定 : 
在 级 坐标 平面 上 作 射 线 OA4 
(图 7 )， 使 
LXOA= 0. 
在 O4 的 反 向 延长 线 上 取 点 已 ,使 
IOPI=1p1， 
那么 ， 点 也 就 是 极 坐标 为 Eee p<0 
(e，6 ) (p< 之 0 ) 的 点 。 
例 2 作 航 坐标 为 (一 3, 一 全 ) 的 点 、 
解 作 射线 O4， 使 
AXO4=-- 既 ， 


在 OA 的 反 向 延长 线 上 取 一 点 
己 ， 使 


mm 
1 


3 


[OP|=|-3|=3 
那么 ， 点 己 就 是 极 坐标 为 f 
27r eg pC-3, G0 
(~—3, 一 的 成 (图 8)， 图 8 
图 9 中 的 4、B、C.D, 忆 各 点 分 别 是 极 华 标 为 


(~5,F)、(~9, (3, ~ lw ey ly 


人 


2 
(—8, > ) 的 成 ， 


图 ?8 .i 
由 图 10 可 见 ， 无 论 是 P< 0 ,还 是 之 0 ,也 不 管 9 是 什 
么 值 ， 坐 标 (p， 9 ) 和 (一 Pp, 8 十 ) 在 极 坐标 平面 上 ， 总 表 
示 同 一 个 点 。 因 而 ， 今 后 恕 果 遇 到 A<0 的 情形 时 ， 可 以 利 
用 这 一 关系 ， 将 问题 转化 为 六 0 的 情形 来 处 再。 如 玫 9 中 


点 4 ( 一 5， 屯 ) 的 极 坐标 也 可 以 表示 为 ( 5， 一 并 -)。 


Pcs,e) 
CP, Or 


Pip,g) 
(~,0+7) 


极 堂 标 概念 经 过 这 样 推广 以 后 ，p。 #8 的 取信 范围 可 以 
是 一 < 之 Pp 过 十 2， 一 中 之 0 之 十 吕 。 也 就 是 pp、8 都 可 以 
取 任 意 实数 值 。 

如 果 给 定 一 对 有 序 实数 (pp，8 ) 作为 点 忆 的 极 谁 标 , 那 
么 点 呈 在 极 坐 标 平面 上 的 位 置 便 唯 一 地 确定 了 ,但 是 倒 过 来 ， 
对 于 极 坐 标 平面 上 的 任 一 点 卫 , 它 的 极 坐 标 大 不 是 唯一 的 ,而 - 
是 有 无 限 多 对 。 

如 图 9 中 点 4 的 极 谷 标 可 以 是 ( p> 0 ); 

(5，-)、(5，- 下 - 土 2z)、(5, 一 下 土 4 )、 
pe 也 可 以 是 ( p<< 0)，; 
(56,),( 一 5, 字 土 27) 《一 5 下士 4) 


一 般 地 ， 如 ( p， 9 ) 是 极 坐标 平面 上 点 已 的 极 坐标 , 那 
从 (pp， 90+2nnx) 及 (一 p， 96 二 (2n 十 1)x (nn 为 整数 ) 
也 都 是 点 书 的 极 坐 标 。 我 们 可 以 将 它 统 一 表示 为 

[( 一 1)*p，9 二 nx] ( 7r 为 整数 ) 

这 就 是 P( p，4 ) 的 极 坐 标的 一 般 表 示 式 。 
”我 们 知道 ， 在 平面 上 建立 了 直角 坐标 系 后 ， 每 一 对 有 序 
实数 ( x*，y ) 可 以 确定 平面 上 一 个 点 的 位 置 。 倒 过 来 ， 在 
直角 坐标 平面 上 的 每 一 个 点 有 且 只 有 一 对 有 序 实数 (x，y?y ) 
作为 它 的 直角 坐标 ， 也 就 是 通常 所 说 的 平面 上 的 点 和 一 对 有 
序 实数 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 。 但 是 由 上 面 的 讨论 可 以 
知道 ， 极 坐标 概念 推广 以 后 ， 补 储 标 平面 上 的 点 和 一 对 有 序 
实数 之 间 并 不 是 一 一 对 应 的 关系 。 这 是 极 坐 标 与 直角 坐标 显 
著 丰 同 的 地 方 。 以 后 在 有 关上 曲线 的 极 坐 标 方程 的 讨论 中 ， 党 
常 需要 注意 这 一 点 。 

在 有 些 情况 下 。 为 了 讨论 问题 的 方便 ， 我们 可 以 限制 


PA、08 的 取信 范围 为 
p>0， 0 < 6 <2s 

或 D 之 0， 一 < Ds 委 7。 
这 个 p、 6 的 取得 范围 称 为 点 的 极 坐标 的 主 值 范围 。 如 果 点 
的 极 坐标 在 这 个 范围 内 取 值 ， 那 么 极 坐 标 平 面 上 的 点 P( 除 
极点 〇 外 ) 与 有 序 实数 对 ( p， 6 ) 之 间 保 持 一 一 对 应 关系 。 
也 就 是 平面 上 任 一 点 P( 除 极点 口外 ) 具有 唯一 确定 的 极 坐 
标 (PpP，68); 倒 过 来 ， 给 定 主 值 范 国内 的 任 一 有 序 实数 对 
(p，8 ) 作为 平面 上 点 的 极 爸 标 ， 那 么 它 也 唯一 地 确定 了 平 
面 上 一 点 书 的 位 置 。 

例 3 求 点 Pi1《 2， 碧 ) 关于 极 轴 或 极点 对 称 的 点 的 被 
人 举 标 。( Pp 字 0,， 一 Tz 之 0 寺 x) 

解 ” 设 Ps 为 P， 关于 
极 轴 的 对 称 点 (图 11)， 则 


1 OP,| = 10O0P,|=2, 
XOP,=-AXOP,--T. 
6 


_ 
设 Ps 为 Pi 关于 极点 的 对 称 点 , 则 1OPs|=|0Pi|=2, 
LXOPs 一 人 XOP, 一 x 一 包 一 一 一 --， 所 以 Ps 的 黎 
标 为 ( 2， 一 3-). 


至 于 平面 上 点 的 极 华 奈 hp、 8 的 取 什 范围 是 选取 op 之 0 ， 
0 和 98<<2r 或 0 之 0:， 一 Tz 之 9 二 xX， 还 是 选取 p 之 0， 
一 co 所 日 所 二 co， 或 一 上 所 0D 所 十 ceo， 一 co 所 和 < 十 ceo， 胰 
根据 实际 问题 的 需要 和 讨论 的 方便 而 定 。 


1. 写 出 图 中 4、B、C、D、、F、G 和 名 点 的 极 坐 标 (p 这 0， 
0 E027), 


2. 已 知 点 的 极 坐标 分 别 是 4(3, 刀 ) 、B ( 6， ~- 站) 、C(5， 
-站 (2， -EE( -56, HE), F(-2, 2), G(-6, 


下)、 信 (~4，3 开 )， 在 极 沧 标 平面 上 作出 各 点 ， 
”8. 求 出 上 题 中 各 点 关于 极 利 所 在 直线 的 对 称 点 和 关于 极点 的 对 
称 点 的 极 促 标 ( p 六 0 ，0 0<27)， 
4. 证 明 极点 0 和 A (4， 于 )、B C4， a ) 为 一 等 边 三 角形 的 
5. 求 项 点 在 极点 OQ， 一 边 在 报 轴 OX 上 ， 边 长 为 e 的 正六 边 形 
(如 图 );， 各 顶点 的 极 坐标 (p 守 0，0 扩 0 之 27)， 
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6., 写 出 4(5,- 守 ) 的 其 它 极 你 标 ， 


名 已 万 
{2) p>0, 一 2r<B< 0 | 0 4 六 
(3) p<0, -2r<<1s 和 0， v8 
7., 求 4、3 两 点 局 的 距离 ， 第 5 题 


(GD Al5, F- ), Bs, BE) 


(2) A(- 6, . ) 


), B(160, 


(9 A(p!i, Bi >， 五 ( pz， 8, ) {p20, p20 》 
8$2 有 曲线 的 极 坐 标 方程 


在 平面 上 建立 极 坐 标 系 后 ， 我 们 可 以 用 一 对 有 序 实 数 来 
描 还 平面 上 点 的 位 置 ， 针 而 同 直角 坐标 平面 上 的 曲线 可 以 用 
含有 变量 *， yy 的 方程 表示 一 样 ， 极 坐标 平面 上 的 曲线 也 可 
以 用 含有 变量 和 8 的 方程 来 表示 。 以 后 可 以 看 到 ， 有 些 曲 
线 在 极 坐 标 系 中 的 方程 ， 比 在 直角 坐标 系 中 的 方程 篇 单 得 多 ， 
恒 于 讨论 和 研究 。 

和 
义 如 下 ， 

设 含有 P、98 的 方程 (PAP，68)= 0 及 极 坐标 平面 上 的 
划 线 CC， 如果 

(1) 则 线 C 上 上 任 一 点 呈 的 极 坐 标 ( PP，0 ) 必 满足 方程 
F(P, 0)=0; 

《2) 以 满足 方程 (PP，。，8) 二 0 的 实数 对 ( RR，868 ) 作 为 


了 


坐标 半点 都 在 曲线 C 上 。 

那么 方 得 FCP，8)= 0 称 为 曲线 忆 的 极 华 标 方程 。 曲 
线 C 称 为 方程 FC(P，9)== 0 的 固形 . 

因为 极 和 坐标 平面 上 点 也 的 举 标 琢 示 不 叭 一， 所 以 点 了 的 
无 数 对 坐标 (( 一 1)*P，9 +nx) 未 必 者 能 满足 方程 F( Pp， 
0 ) 一 0。 上述 定 义 中 曲线 CGC. 上任 一 点 也 的 坐标 满足 方程 是 
指 只 要 书 的 极 坐 标 中 ， 至 少 有 一 对 坐标 能 满足 方程 严 (P， 
9 )= 0 就 可 以 了 。 这 一 点 是 与 直角 坐标 方程 不 同 的 ， 

在 极 坐 标 系 中 ， 关 于 曲线 与 方程 的 讨论 ， 和 直角 坐标 系 
中 关于 曲线 和 方程 的 讨论 类 似 ， 首 先 研究 两 个 基本 问题 ， 就 
是 

(1)》 求 曲线 的 极 坐标 方程; 

(2) 已 知 曲线 的 航 坐 标 方程 ， 作 出 它 的 图 形 ， 

本 节 先 讨论 第 一 个 基本 问题 ， 求 曲线 的 极 坐 标 方程 。 

极 坐 标 平 面 上 的 曲线 和 直角 坐标 平面 上 的 曲线 一 样 ， 也 
畦 作 是 满足 某 些 条 件 的 动 点 的 轨迹 。 因 此 ， 求 曲线 的 极 誉 标 
方程 时 一 般 步 又 是 

(1) 建立 适当 的 被 淮 标 系 ( 如 极 华 标 系 已 给 定 ， 那 么 这 
一 步 就 不 必 进 行 了 ); 

(2) 根 乌 动 点 折 应 满足 的 条 件 ， 用 等 式 表示 井 线 上 企 一 
点 P(P，9 ) 运 动 的 规律 性 ; 

(3) 由 动 点 呈 运 动 的 规律 性 ， 建 立 卫 的 坐标 P 与 9 之 间 
的 联系 ， 得 出 P、 9 的 方程 ， 并 进行 必要 的 化 简 ; 

(4) 检查 所 得 方程 是 否 为 所 求 曲线 的 方程 。 也 就 是 要 求 
曲线 上 任 一 点 的 极 笛 标 中 ， 至 少 有 一 对 坐标 满足 方程 ， 倒 过 
来 ， 凡 坐标 满足 方程 的 点 也 必 在 曲线 上 ( 或 反之 ， 不 在 直线 
上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 )，、 有 了 时 结论 比较 明显 ， 这 一步 


也 常 咯 去 。 
最 后 ， 可 以 得 出 结论 ， 所 得 的 方程 就 是 所 求 沸 线 的 极 些 
标 方 程 。 
例 1 有 求 半 径 汶 a 的 圆 的 极 华 标 方程 . 
解 ” 选 取 回 心口 为 极点 ， 媒 
立 极 坐 标 系 (图 12)， | 
设 P(P，8 ) 为 辆 周 上 任 一 


则 有 10Pi= 04, 
也 就 是 p=ga, 

显然 ， 贺 周 上 点 的 坐标 必 满 “ 图 12 
足 上 述 方 程 ， 倒 过 来 ， 极 坐标 满足 上 述 方 程 的 点 也 必 在 图 局 
上 。 所 以 P= g 便 是 所 求 央 的 方程 . 

在 方程 P 二 a 中， 没有 含 8 的 项 ， 它 表示 6 可 以 取 任 意 
实数 值 。 但 是 我 们 可 以 发 现 和 只 要 在 0 委 9 扫 2rx 内 取 值 , 便 
可 以 得 到 整个 圆周 上 的 点 了 。 

例 ? 求 过 极点 且 与 极 轴 成 角 ax 的 直线 方程 。 

和 解 设 已 (P， 昌 ) 为 直线 了 上 


任 一 点 (图 13)， 
则 存 XOP=0, 
或 XOP=at+x, 
也 就 是 0=z， 
或 6=ai+ 人 ri, : 
俩 过 来 ， 只 要 点 的 极 角 满足 图 13 


0 二 a 或 6 二 a 十， 那么 这 一 点 也 必 在 直线 1 上。 
所 以 直线 1 的 极 坐 标 方程 为 6 二 a 或 6=a +。 
方程 中 没有 含 P 的 项 ， 表 示 P 可 以 取 任 意 实数 信 ，。 
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如 亩 点 已 的 极 径 P 可 以 允许 取 负 利于 ~ co< PP< 二 ceo) 
.那么 过 极点 且 与 极 轴 交 角 为 & 的 直线 革 的 极 举 款 方程 可 以 绕 
一 表示 为 9 一 2 ( a 为 常数 )(~o<P<+%)) 这 个 
问题 以 后 还 要 谈 到 ， 

下 面 再 举 几 个 求 曲 线 的 极 坐 标 方 程 的 例子 。 

1, 直线 的 极 坐标 方程 

设 1 为 极 坐标 平面 上 任意 位 
置 的 直线 (图 14), 作 ON_ILi， 垂 
是 为 N,itON=p, 人 人 XON=0 . 
《pbp，@ 为 常数 )。 

设 P(P，8 ) 为 直线 上任 


则 有 OP cos (0 — 2)=ON, 
也 就 是 peos( 0 om)=p. (1.1) | 


由 上 述 推导 可 知 坦 线 1 上任 一 点 了 的 极 坐 标 (C P 、 8 ) 必 满 
是 方程 (1,1)。 我 们 再 来 证 明 ， 凡 不 在 直线 ! 人 
必 不 满足 方程 (+ 1)。 

设 品 "〈p7,87) 是 直线 了 外 
的 任 一 点 , QGP! 或 其 延长 线 交 
1 于 P”(p",0’)( 图 15)*。 那么 
必 有 Pp!' 夺 Pp”。 因 为 P” 是 I 上 的 
点 ， 所 以 它 的 坐标 满足 方程 
《tl)， 即 


DY cos (0—w)=p, 


“Op fl 显然 这 时 记 关 09, 而 8 -w= tk (天 为 整数 )， 
此 p’' cos (4 -m= 0323p。 


了 


可 以 Dr cos (0’—@)—p 
=p0’ cos (0 一 四) 一 0 os(0— 0) 
=(p’~p") cos(9 — 1) 0, 
也 就 是 p’ cos (87 一口) 民力 。 
这 就 表明 不 在 直线 ! 上 的 点 书 * 的 极 坐标 ( p’，0 ) 不 满足 方 
程 (1。1)。 
由 此 可 多， 方程 (1.1) 就 是 直线 虐 的 极 坐 标 方程 ， 
从 方程 (1.1) 可 以 得 到 一 些 特 殊 位 置 的 直线 方程 
a. 当 o 一 0 时 ， 方 程 (1.1) 成 为 
DeoDS $=p, 


这 是 和 极 轴 垂 直 的 直线 方程 ( 开 16)。 


《1l。1a) 


图 16…- 


6. 当 外 = 地 时 ， 方 程 (1.1) 成 为 
peos(0—~3)=p, 

即 psing=p, (1.18) 
这 是 和 极 轴 平行 的 直线 方程 ( 图 17 ) 。 

c, 当 二 0 时 ， 方 各 (1,1) 成 为 

pcos0—0)=0.。 
邯 一 0 
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或 cos (和 一 上 ) 一 0。 
出 cos ( 0—w) 一 0， 
可 取 0 一 唔 一 五， 
邯 9 一 也 十 一 5 
(为 常数 )。 
方程 6 二 a 中 没有 出 现 P， | “8 
党 示 P 可 以 取 任 意 实 数值 ， 对 于 图 18 


不 同 的 Pp 的 从 ， 就 有 对 应 直线 上 上 的 不 同 的 点 。 它 当然 也 包 
禽 极点 P= 0 在 内 、 所 以 
OG=a ( 为 常数 ) (1,.1c) 


便 是 过 极点 的 直线 方程 ( 图 18 ) 。 

在 图 18 中 ， 当 点 卫 在 射线 OA 上 时 ， 对 应 于 PP 之 0 的 情 
形 ， 当 点 卫 在 射线 OB 上 村， 对 应 于 p 过 0 的 情形 , 了 在 极点 
对 应 于 2 一 0 的 情形 。 因 此 点 己 无 论 在 直线 上 上 的 什么 位 置 ， 
直线 方程 的 形式 都 是 8 = a ,如 果 限 制 P 之 0 那么 9 二 a 仅 
表示 一 条 以 极点 O 为 端点 的 射线 : 8 一 w 填 下 也 表示 一 条 以 
极点 口 为 端点 的 反 负 射线， 因而 过 极点 的 直线 需要 两 个 方程 
9 二 a、9 二 & + Tt 表示, 当 PP 可 以 取 负 实数 时 , 也 就 是 PP 
鹊 取信 范围 扩充 到 一 co< PP 之 十 o0， 闭 人 么 b= a 与 9 a 十 区 
都 表示 辣 一 条 直线 。 由 此 可 见 ，P 的 取 值 范围 扩充 到 负 值 后 
较为 方便 。 

2. 圆 的 极 坐 标 方程 

设 圆 已 是 极 坐 标 平 面 上 任意 位 置 的 图， 圆心 C 的 家 坐标 
汐 (po，090), 团 半 径 为 4.P(P，60) 为 圆周 上 任 一 点 
《图 19)， 这 里 ， pas Oo a 均 为 常数 。 
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图 19 


用 余 孩 定 王 有 : 

joOP|I?+1OCI?—2|IOPJ. 1OCc cosCOP 

=1CPl:。 

[= IOPI= 27， 

IOCj 一 oo 

[CEI 一， 

COP=A/AXOP- AXOC= 0—0,, 
或 LCOP=/AXOC~AXOP=-00~ 0 (图 20} 
但 由 cos{ 0 —00)=cos (Qu~— 0), 
所 以 有 十 Do2z 一 2Dopcos( 人 一 0 一 0 (1,.2) 
(2) 如 虹口 、C、 疡 在 同一 直线 上 ， 

那么 R 一 po 士 G， 

6 =0 0,, . 
所 以 (po 二 a)*+po*—2po(pot 9) cos(0o—0,) 

=42 


这 就 表 级 PP 的 坐标 ( po 土 G，b ) 也 满足 方程 (1。2)。 
因此 , 闸 胃 上任 一 点 了 的 华 标 (PP ,9 ) 必 满足 方程 (1,2)。 
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反之 ， 不 难 证 明 ， 不 理 贺 加 上 的 点 的 极 举 标 必 不 满足 方 
程 ( 1。2 )， 
所 以 方程 (1。2 ) 就 是 融 的 极 坐标 方程 。 
由 方程 (1。2 ) 可 以 得 到 一 些 转 殊 位 置 的 图 的 方程 。 
0。 当 Do 一 0 时， 方程 (JI。2) 成 为 
Pp:=a’, 
即 P==G 或 hp 二 一 a。 
由 于 它们 是 表示 同一 图 形 ， 所 以 - x 
P= (1.22) 
就 是 贺 心 在 极点 QO， 半 径 为 a 的 
oe 图 21 
b. 当 ps 二 4 上 且 0o 二 0 时 ,方程 《1,2 ) 成 为 
p*—2apcosb—=0,， . 
即 PP 一 0 或 pp 一 ?acosb。 


在 P 二 2a cos 9 中 ， 当 9== 亡 时 ， 有 PP 一 0， 所 以 它 已 


包含 极点 P 一 0 在 肉 。 因 此 
P=24 cost (1.26) 
就 是 圆心 在 极 轴 上 , 半径 为 a, 且 过 极点 的 圆 的 方程 ( 回 22). 
c, 当 po 一 a， 县 0 一 了 和， 方程 (1.2) 霹 为 
pz 一 2apsinb 一 0， 
印 二 0 或 PA 一 20 sin 0， 
”在 p= 二 2a sin 9 中 ， 当 9 二 0 时 ， 有 P= 0。 所 以 它 已 
包含 极点 P 一 .0 在 内 。 四 此 、 . 
p=2a sing (1.2c) 
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就 是 圆周 在 极 轴 .上方 ， 半 径 为 4a， 和 县 与 极 轴 相 切 于 极点 的 圆 
的 方程 (图 23). 


图 22 ， 

3. 圆锥 由 线 的 极 坐 标 方程 

大 家 知道 ， 男 锥 曲线 是 平面 上 到 一 个 定点 (焦点 ) 和 到 
一 条 不 过 定点 的 定 直线 1 ( 准 线 ) 的 距离 之 比 等 于 常数 e( 离 
心率 ) 的 动 点 的 办 迹 .*( 当 0 之 ce 之!、e 二 1、e >1 时 ,加 
锥 曲线 分 别 为 椭 贺 ,抛物 线 、 
双 曲 线 )。 

下 面 就 根据 这 一 定义 来 
求 圆 锥 曲线 统一 的 极 坐标 方 
a ee 

我 们 选取 贺 锥 曲线 的 焦 
点 所 为 极点 O，F 到 准 线 I 
的 惟 线 为 FN，NN 为 垂 是 。 
取 瑟 W 的 反 向 延长 线 为 极 轴 
O 于 ,建立 极 坐标 系 (图 24)， 

并 记 ION1=|FN|= , 

设 P(P，9 ) 为 圆锥 曲线 上 任 一 点 ( 一 < 0<r)。 
连 OP， 作 PQ 1 1 ，PHM LO 和 ， 生 足 分 别 为 Q、M 


er 


”* 回 锥 曲线 的 统一 定义 多 本 丛书 « 回 锥 井 线 》。 


XOP= 8, 
由 闻 锥 曲线 定义 ， 有 


10P1 
到 
即 IaPl=--<|。 
因为 QP=NM—NO+OM 


=p+t|QPlcos LXOP 
一 p+|OP|l cos0, 


所 以 有 p+lOPl cos0=-oFl, (1) 
或 p+lOPlcos 0=—— et., (2) 
本 a Ep 
由 (1 可 得 10P| ed 
如 取 忆 >0， 则 有 
p= 


”1~ecos0g " 


当 0 之 ee 之 1 时，08 在 一 x 之 6 习 z 内 取 值 ， 便 可 以 得 
到 椭 辕 上 的 一 切 点 。 

当 @ = 二 41 时， 由 于 9 二 0， 则 1 一 cos 8 二 0， 因而 9 一 0 
时 上 式 无 意义 .而 9 在 一 x 之 8 之 90， 0 过 8 寺内 取 值 , 也 
可 以 得 到 抛物 线 上 的 一 切 点 。 

当 e >> 1 时 , 如 果 cos 9 之 二 ， 那 么 1 一 ecos g 饼 9 ,由 


于 ee 是正 数 ， p>>0， 所 以 这 时 PP 不 可 能 取 正 值 ， 因此 ， 只 
有 在 1-- ecos 0 之 0 即 cos 0 < 工时 ， 也 就 是 9 在 x 之 4 


<—arc cos 二 ， ar cos 二 < 8 委 z 范 转 内 取 值 ， 可 以 得 到 
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a … 一 一 一 …- 


双 曲 线 右 边 一 支 上 的 一 切 点 。 


由 (2) 可 得 
0 ep 
10Pi= eT 本 
如 取 P 记 0， 则 有 
ep 
本 1 ecost " 


显然 ， 当 0 二 ee 夸 1 时 ， 有 1 十 ecos 6 之 06。 由 于 ee 
是 正 数 ，P 之 0。 所 以 这 时 Pp 不 可 能 取 正 值 。. 


当 e 之 1 时 , 如 果 1+ecosb>0, 即 cos9 之 二， 


也 就 是 一 are cos( 一 二 ) 9<<are cos (一 凸 ) 时 ,PP 也 不 可 
能 取 正 值 。 只 有 在 1 十 e cos 9 之 109 时 ， 也 就 是 9 在 一 x 之 9 
<-are cos(- 二 ) 或 arc cos (一 汪 )<<9 过 范 围 内 取 值 ,可 
以 得 到 双 井 线 左 边 一 支 上 的 一 切 点 。 

但 是 ， 由 方 径 


P=—— et 


1 ecosg 
(PpP>0, arc cos( 一 二 )<| <r) 


所 表示 的 双 曲 线 左 过 一 支 ， 可 以 由 方程 


ep 
Pm 1— ecosg 


取 D<0， 0 世 101<arc cos 十 而 得 到 ， 
事实 上 , 设 PCpi, 91)(pi>0, arc eos (~)<1011 
< 和 TY ) 是 方程 
2 了 


De 
+ecose 
所 表示 的 图 形 上 的 任 一 点 (图 25)， 那么 有 
ep 
Pl 三 一 


1+ evoso,* 


如 取 O 一 一 Pi<0， 0 一 9 ， tO marccos(—) 
时 ) 或 8 一 有 -=[ 当 arceos (一 十 ) oS 时 ]， 册 


有 0 委 101<are cos 二 .此 时 ,pi 一 一 ycosgi 一 cos(g 士 z) 
二 一 Cos0， 代 人 


e 
pi 二 一 p 


1 二 ecos6 
便 得 Se ep 
1 一 ecosd 


册 p 二 ep 
1—ecosp * 


这 就 表明 ( p， 外 {p< 之 0，0 志 | 0 <arc cos 士 ) 必 满 
是 上 述 方程 。 
i 因此 ， 双 曲 线 左 ， 右 两 支 上 任 一 点 的 极 坐 标 帮 能 满足 方 
程 
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>. 


p 一 (1.3) 


驶 曲线 右边 一 支 , 2、6 的 取 值 范 团 为 p 守 0, arc cos 寺 
< 下 0 和 

双 曲 线 左 边 一 支 ，P 、0 的 取信 范围 Pp 二 0，0 专 1 81 
Arc cos 二 。 


gu=arc cos 二 就 是 双 曲 线 渐 近 线 与 极 轴 O 励 的 交角 . 


由 上 面 的 讨论 ， 可 知 贺 锥 曲线 上 任 一 点 了 的 极 坐标 〔p， 
6 ) 必 满足 方程 ( 1，3)， 反 之 ， 可 以 证 明 不 在 圆锥 曲线 上 的 
点 的 极 坐 标 必 不 满足 方程 ( 1，3)。 因 此 方程 (1，3 ) 就 是 
圆锥 曲线 统一 的 极 坐 标 方程。 四 

在 方程 (1，3) 中 ， 男 定 户 的 值 ， 而 给 e 以 不 同 的 数值 ， 
借 可 得 到 具有 共 局 优点 和 准 线 的 一 系列 不 同 的 圆锥 曲线 。 下 
画 我 们 从 离心 率 e 的 变化 过 程 中 ， 可 以 看 到 这 些 圆锥 曲线 
《 梢 四、 抛物线、 汉 曲 线 ) 之 间 的 区 别 和 内 在 联系 。 

先 将 方程 ( 1，3 ) 变形 为 

Se (为 定 值 ) 
eos 0 ei 

然后 对 于 相同 的 极 角 6 , 
来 考察 (图 26); 

当 e 在 范围 VU 之 @ 


之 1 内 逐渐 增 大 时 ， 上 上 


2 
的 什 柜 应 地 逐渐 减 小 ， 
大 此 由 上 式 确定 的 值 太 
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就 逐渐 博大 ( px 一 口 POP =D) 这 表示 梢 加 一 个 包含 
一 个 地 增 大 ， 但 椭圆 的 形状 却 超 来 越 . 长 而 扁平 《长 轴 与 短 贺 
的 比 越 来 起 大 )。 

当 @ 二 1 时 ， 曲 线 由 椭 癌 经 量变 而 产生 质变 ， 转 化 成 抛 
物 线 ( ps 一 上 OPs)。 

当 e 由 e 一 1 继续 增 大 。 弗 线 由 抛物 线 又 转化 为 双 虎 
线 , 且 当 e 逐渐 增 大 时 , 相应 的 Pp 越 来 越 大 (ps 二 OPs OP， 
二 ps)， 双 有 曲线 张口 也 就 越 来 越 大 ( 实 轴 与 座 轴 的 比 越 来 越 
小 )。 

行星 的 运动 或 人 造 地 球 卫 星 的 运动 是 国 绕 一 个 引力 中 心 
{它们 分 别 为 太阳 或 地 球 ) 的 运动 。 对 于 这 类 运动 ， 最 自然 
因而 最 常用 的 坐标 系 是 极 坐 标 系 ， 以 引力 中 心 为 极点 ， 运 行 
轨道 平面 上 某 一 固定 方向 为 极 轴 正和 启 。 在 力学 中 ， 研 究 天 体 
运动 ， 从 万 有 3 引力 定律 出 发 ， 得 到 的 字 宕 火 科 轨道 的 方程 也 
正 是 (1.3 ) 的 形式 ， 因 而 知 其 为 圆锥 曲线 。 e 和 p 的 数值 ， 
则 决定 于 发 射 速 度 的 大 小 和 方向 。 东 果 宇 宙 火 箭 飞 行 速度 大 
于 第 一 宇宙 速度 ( ?7.9 公 里 / 秒 ) 而 小 于 第 二 字 和 害 速 度 (11.2 
公里 / 秒 )， 那 么 轨道 是 绕 地 球 运 行 的 椭 园 ， 速 度 等 于 第 二 宇 
窗 速 度 时 ， 轨 道 是 抛物 线 ， 速 度 大 于 第 二 宇宙 速度 时 ， 轨 道 
是 双 曲 线 的 一 支 。 Pip,0) 

例 ”我国 第 二 颗 人 造 地 
球 卫 星 的 运行 轨道 是 以 地 心 
为 一 个 焦点 的 梢 圆 ， 近 地 点 
为 266 公 里 ,远地点 为 1826 公 
里 ， 试 求 出 锁 道 的 极 坐 标 方 
程 ( 地 球 半 突 为 6371 公 里 )。 

解 ” 取 地 心 已 ;为 极点 图 27 
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人 口 ， 桶 加 轨道 的 西 焦点 ,、 玉 ,的 连 线 为 极 轴 OZ。 建立 极 举 
标 系 (图 27)。 


设 卫星 国道 方程 为 
ES 
1 一 ecos 人 和 ， 


当 8 二 0 时 (卫星 在 远地点 )， 
P=63T71 十 1826 一 8197( 公 里 )。 
当 8 王 人 时 (卫星 在 近地点 )， 
D 一 6371 十 268 一 6637( 公 里 )。 
将 它们 分 别 代 入 上 面 的 轨道 方程 ， 由 cos0 =1 和 cosw 
= 一 1 可 得 : 


ee i—e) 
ep=6627(1i+e)” 
所 以 8197( 1 一 e) 一 6837( 1 十 ee)， 


_ 8197 一 6637 
因此 < 一 8197 干 6637 


1580 
14834 


0。.1052， 
ep=8197{ 1 一 D。1052) 
7335。 
于 是 ， 卫 星 轨 道 的 极 坐 标 方程 为 


T7335 
1—0.10852cos 日 “ 


由 于 曲线 上 一 点 的 化 标 可 以 有 无 限 多 对 ， 加 (PP，8) 所 


P= 
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表示 的 点 的 极 坐 标 可 以 是 以 一 1)p， 6 十 8 5 人 为 整数 )， 所 
以 如 果 曲 线 的 极 和 坐标 方程 是 FC(p，4)= 二 9,， 那么 形 如 
FF((~1)*p，09 十 nn) 二 0(《 + 为 整数 ) 的 方程 者 是 这 一 曲线 
的 极 坐标 方程 。 轩 此， 与 曲线 的 直角 坐标 方程 不 一 样 ， 同 一 
条 上 则 线 的 极 坐 标 方程 形式 可 以 是 不 辐 的 ,在 讨论 曲线 方程 时 ，; 
必须 注意 这 一 点 ， 不 要 因为 看 到 同一 出线 所 得 的 方程 形式 不 
唯 -- 而 产生 怀疑 ， 

如 人 (为 整数 ) 

二 二 ep 


表示 的 是 同样 的 圆锥 曲线 ， 
取 n 一 | 就 是 


机 2 = 
1 一 ecos(6 十 二 ) 
即 ? ttecosg0° 


» 


所 下 示 的 是 焦点 为 极点 ， 仿 点 
到 准 线 的 重 线 ON 为 极 轴 口 不 
的 圆锥 曲线 (图 28) ， 这 在 8 3 
中 还 要 讲 到 .、 


习 题 二 
1, 求 下 列 图 形 的 极 堂 标 方 程 ; 
(1) 经 过 P(2，- 江 ) 县 三 直 于 汲 轴 的 直线 ， 


(2) 经 过 Q (3，-3- ) 县 平行 于 汲 轴 的 直线 ， 
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小 ， 


兽 


《3) 经 过 Ato，0 ) 且 与 极 轴 相交 成 角 a 的 直线 ; 
(4) 圆心 站 8B( 5，x)， 半 人 径 为 5 的 图 ， 


《5 吏 心 在 射线 9 = - 上， 半径 为 3 且 过 极点 的 四。 
2. 指 出 下 列 方 程 的 图 形 是 什么 曲线 ， 


{1) p=5s 


《3Y P= -6c0s9, 
《5》 peos d= —2; 

sR 
‘7)》 p= Tcosg’ 


PR 
(9) p= 2+cos0! 


(2) 0 = Es 


(4) P= 10 sin Os 
(BY Pp sin = 1 


2 5 
《8R》 p= 3—-4cosg! 


Oe 
10) p= 2+4cos0 


3. 写 出 下 列 回 谁 曲线 的 极 坐 标 方程 (以 贺 锥 曲线 的 焦点 为 极点 ， 
焦点 到 准 线 所 引 垂 线 的 反 向 延长 线 为 极 轴 )* 
(1) 焦点 到 淮 钱 的 距离 为 5 ， 离 心率 为 3， 


(2) 焦点 到 准 线 的 距离 为 5 ， 高 心率 为 -2 


《3) 焦点 到 准 线 的 距离 为 4.5， 离 心率 为 1 
4. 求 圆锥 却 线 
ep 
PT ecose 
和 的 准 线 的 极 坐 标 方程 。 


5. 设 圆锥 曲线 的 焦点 为 极点 ， 准 线 垂 直 于 设 轴 ， 且 它 过 (5， 
也) 及 (4 全 ) 两 点 ， 求 它 的 方程。 

6. 正 星 刀 道 是 抛物 线 ， 太 阳 位 于 这 条 挑 物 线 的 焦点 上 ， 已 知 区 
星 距 太阳 1,6 x 10* 公里 时 ， 极 径 与 轨道 的 轴线 成 -5 角 。 求 这 蔡明 
的 轨道 方程 ， 并 且 求 它 的 近日 点 离 太 阳 中 心 的 距离 。 

7, 经 过 贺 锥 曲线 的 焦点 F， 作 任意 粥 P; Ps， 征明- 一 <- 一 


0 


.FP,| 
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+ -下 六 五 -是 常数 ( 联接 四维 曲线 上 任意 两 点 P1 和 Ps 的 线段 , 叫 
局 贺 锥 曲线 的 弦 )。 


$3 极 尝 标 方程 的 作 图 


1 作 极 坐标 方程 图 形 的 一 般 方 法 

已 知 曲线 的 极 坐 标 方程 ， 求 作 它 的 图 形 ， 一 般 采 用 描 点 
法 。 

例如 要 作 P ==cos 8 + 1 的 图 形 ， 我 们 可 以 先 根据 方程 、 
取 一 系列 8 的 可 取信 ， 求 出 它们 所 对 应 的 PP 的 值 . 


如 下 8 二 0， 则 对 应 的 P=cos0 十 1 二 2。 

同样 ， = Peos + 1 = +1=1.87; 
6 一 了 p 一 ces 了 +1 一 -2 YL7l 
0 一 本 ， P=coss+1 一 去 + 1 =1.5; 
0 = 万 ， P= cos 了 十 圭一 1 


等 等 。 
将 这 些 P、 昌 的 对 应 值 列 成 下 表 : 


| 6 
1.5 |1.71)1.87 


然后 ， 在 极 坐 标 平面 上 作出 点 .4( 2 ,0 ).B(1.87,), 


Cl71， 工 )、 站 (1.5, 李 1、 吾 (1 王 ) KT, ), 
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A(2, 27)., 

最 后 ， 用 光滑 沿线 (在 
极点 O 处 不 光滑 ,出 现 尖 点 ) 
将 这 些 点 按 9 由 小 到 大 顺 次 
连接 , 便 得 方程 pP 一 cos 9 二 1 
的 图 形 (图 29)。 这 个 曲线 同 
做 心脏 线 。 

”从 这 里 可 以 看 出 ， 用 描 
点 法 作 极 坐标 方程 的 图 形 的 
步骤 是 将 一 系列 航 角 9 的 可 
取 值 代入 所 给 方程 ， 计 算出 对 应 的 极 径 户 的 信 ， 这 小、PP 
揭 对 应 值 可 以 列 成 表 ， 人 和 便于 对 照 ， 再 以 各 对 2，、6 的 值 作 
为 点 的 极 纱 标 ， 在 极 举 标 平 面 上 定 出 各 点 的 位 置 ， 最 后 将 这 
些 点 按照 8 由 小 到 大 的 顺序 排列 ， 依 次 连 成 一 条 曲线 ， 便 可 
得 到 方程 的 图 形 。 显 然 ， 如 果 点 定 得 越 密 ， 找 出 的 曲线 也 就 
越 准确 。 

在 极 坐 标 亲 中 ， 往 往 形式 简单 的 方程 ， 它 的 图 形 却 去 必 
容易 画 。 因 此 作 极 坐标 方程 的 曲线 时 ， 如 果 只 用 描 点 法 ， 就 
需要 求 出 曲线 上 相当 多 的 点 ， 才 能 看 出 曲线 的 全 狐 。 为 了 浴 
免 进 行 天 量 的 繁 政 的 计算 、 和 希望 尽量 少 地 求 曲 线 上 的 点 ， 但 
又 要 使 画 出 的 曲线 比较 准确 ， 常 常 先 根据 方程 讨论 翰 线 的 一 
些 人 性 质 ， 议 便 对 册 线 的 大 致 形状 和 它 的 转 征 有 一 个 全局 性 的 
了 了 和解 》 再 适当 计算 一 些 曲线 上 点 的 坐标 ， 就 可 以 既 方 便 又 较 
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准确 地 画 出 方程 的 图 形 了 ， 

根据 曲线 的 极 坐 标 方 程 ， 讨 论 曲 线 的 性 质 ， 一 般 可 以 从 
下 列 几 个 方面 进行 。 

《1》 曲 线 的 周期 性 

我 们 先 看 一 个 久子; 

归 线 方程 为 8 二 & cos 6， 先 计算 出 曲线 上 一 些 点 的 秦 


人 
性 过 D 0 0. 8790。 71a|0. | 0 
DE 
p | —0 1 一 0。 870| — 0, ee sd 0 io, 5al0.71alli.87a 2 
其 -上 表 中 可 以 发 现 , 当 9 增加 下 以 后 ,对 应 的 了 的 绝对 什 
相等 而 符号 相 肥 ,并 且 这 一 规律 对 于 任意 的 8 都 是 成 立 的 ,我 


们 在 $1 中 已 经 知道 极 上 坐标 ( 一 p, p+n) 与 ( Pp, 4 ) 是 表示 
极 坐标 平面 上 同一 点 ， 例 如 ee 


图 30 中 ，A4， (0.8Ta ,6 ) 


0.54—0.71g—0.870 
1 


4.) 


Tx 


与 4,( 一 0.876， 6 2 在 


同一 点 ，B1(0.714， 2 


5 2 
与 2,( 一 0.T1a， 4 p=4 cosd 
同一 点 等 等 。 困 此 上 面 的 规 图 30 


律 性 表明 方程 P= a cos 8 的 图 形 ， 在 极 角 9 增加 以 后 、 
对 应 的 便 点 重复 出 现 ,这 种 现象 ， 我 们 称 为 曲线 具有 周期 性 。 
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一 般 地 说 , 设 曲 线 方程 为 F(p, 当 9 )==0, 如 果 存 在 常数 

(整数 )， 使 得 对 任意 的 可 取信 8， 当 (2，9 ) 满 足 曲线 方 种 
F(P, 9)=0 时 ( (一 1)*P， 0 十 nz) 也 满足 曲线 方程 ， 
也 就 是 说 五 [( 一 1)P ,0 十 nx 二 0 成 立 , 那 么 我 们 便 称 曲 线 
(PP,8) 一 4 具有 周期 性 .这 时 极 角 9 增加 党 数 nx 后 ， 磺 
线 会 重复 出 现 。 我们 把 使 曲线 重复 出 现 的 极 角 8 所 增加 的 最 
小 正 值 ， 称 为 曲线 的 局 期 。 

上 面 所 举 的 例子 P = a cos 8 的 曲线 具有 周期 性 , 它 的 周 
期 是 r。 

应 该 注意 这 里 所 说 的 曲线 的 周期 性 和 一 般 常 说 的 函数 的 
周期 性 是 两 个 不 同 的 概念 ， 不 能 混 清 。 了 函数 的 周期 是 反映 
了 自 变量 增加 一 常量 时 ， 隔 数值 重复 出 现 的 特性 ， 而 曲线 
P= (4) 的 周期 性 则 是 反映 8 增加 一 常量 时 ， 平 面 上 对 应 
的 点 重复 出 政 的 特性 ， 由 于 (PP，0) 与 (一 p，09 十 不 ) 表示 
极 坐 标 平 面 上 辣 一 点 ， 所 以 ,如 曲线 具有 周期 性 , 9 增加 一 常 
量 时 , 对 应 的 PP 未 必 重 复出 现 , 可 能 相差 一 符号 ,。 所 以 函数 的 
局 期 与 曲线 的 周期 数值 上 也 不 一 定 相 同 。 如 函数 P= 二 ac 0598 
的 周期 为 2x《 2 看 作 是 9 的 函数 )， 但 我 们 在 上 面 书 经 看 到 
曲线 P= 二 a cos 6 的 周期 为 x。 

对 于 一 些 极 坐 标 方 程 中 含有 极 角 98 的 三 角 通 数 的 曲线 ， 
我 们 可 以 借助 于 三 负 取 数 的 岂 期 性 来 讨论 项 线 的 周期 性 。 

具有 周期 性 的 曲线 ， 它 的 周期 可 由 上 面 定义 来 求 得 。 也 
就 是 说 ， 如 果 曲 线 的 极 坐 标 方程 是 F(RP，98)=0, 假设 使 
方程 PF( (一 1)*R，9 十 2 一 0 能 化 为 形 如 五 (PD，6) 一 0 
的 整数 值 中 的 最 小 正信 为 hk， 那么 RT 就 是 曲线 的 周期 。 

如 曲线 p ”二 ag? cos 20。 因 为 方程 

(~1)*P) =a*cos 2( 0 十 #7r) 
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当 呈 为 任 痪 整数 时 ，。 都 可 化 为 请 一 acos20 隐形 式 ， 所 以 
有 二 1， 世 就 是 有 曲线 p? 二 a” cos 8 以 7 为 周期 、 


又 如 明 线 p 二 a sin 名 ,因为 方程 (=1)"p=a?sin《 汗 下 
当 # 二 土 5， 土 10， 土 15，…… 时 ， 都 可 化 为 P=a? sin 也 的 


形式 ， 所 以 月 二 5， 也 就 是 曲线 一 a?*sin 丘 以 5 为 馈 期 . 


还 要 注意 的 一 点 是 : 形状 和 大 小 相同 的 曲线 但 它们 在 极 
坐标 平面 上 的 位 置 不 同 ， 那 么 周期 性 也 会 改变 。 搞 名 话说 , 暴 
线 的 周期 可 能 会 随 坐 标 系 选择 的 未 同 而 不 同 。 如 同 是 半径 为 
4 的 贺 ;P = 4 的 周期 是 3x ,而 二 2a cos 人 的 周期 却 是 了 。 

如 果 曲 线 具 有 周期 性 ， 那 么 在 作 方 程 的 图 形 时 ， 可 以 只 
研究 9 在 一 个 周期 长 范 国内 曲线 的 其 它 性 质 ， 并 画 出 这 个 周 
.期 内 的 图 线 就 可 以 了 。 因 为 当 昌 在 这 个 范围 以 外 取得， 所 对 
应 的 点 完全 和 这 一 周期 内 曲线 上 的 点 重合 。 

(2) 曲线 的 对 称 性 

ad. 曲线 关于 极 轴 所 在 直 
钱 对 称 。 

由 图 315i 以 看 出 ， 点 PP 
《2，8 ) 关 于 极 轴 所 在 直线 
的 对 称 点 号 “的 坐标 是 (2， ( -Pp,n—0) 
一 8 ) 或 (一 D， 工 一 0 )。 一 图 31 
般 地 卫 (P,98 ) 关于 极 轴 所 在 直线 的 对 称 点 已 "的 坐标 可 表 
示 为 (( 一 1)*P，nx 一 0)( 3 为 整数 )， 

设 忆 为 肌 线 工作 一 点 ， 则 了 的 坐 宗 (Pp，0) 必 满足 昌 线 的 
极 坐 标 方 程 了 (PP,0)=0。 如 果 (P， 一 四 或 (一 p， ww 一 90) 
也 满足 曲线 的 方程 ， 即 HC(P， 一 98) 二 0 或 FC 一 p,， 9 一 x》 
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二 0 , 那 就 说 明 点 已 关于 极 轴 所 在 直线 的 对 称 点 局 "也 在 酚 线 
上 ， 也 就 是 说 ， 有 4(P，8)= 一 1 的 图 形 必 站 于 极 畏 所 在 直线 
对 称 。 

一 般 地 ， 如 果 数 对 ( Pp , 8 ) 满 足 晤 级 方程 了 (PpP ,6 ) 一 0， 
且 至 少 存在 一 个 整数 mn， 使 数 对 [( 一 1)?p，rxzr 一 - 8 也 满足 
曲线 方程 ， 即 存在 整数 n， 使 FF(( 一 1)*p，nx 一 8) 一 0, 那 
么 人 (LP，9)== 9 的 图 形 必 关 于 极 轴 所 在 直线 对 称 。 

如 曲线 P 二 cos 9 ， 闪 为 对 于 任意 的 8 ,部 有 cos( 一 力 ) 
二 Cos 和。 所 以 如 果 ( P，8 ) 满 足 方程 P=cos8， 那 么 (Pp 
-8 ) 也 必 满 足 方程 ， 即 有 P= 二 cos( 一 8 ) 成 立 。 因 此 曲线 
P= 二 0s 0 关于 极 轴 所 在 直线 对 称 . 

又 如 曲线 P= 二 sin 206, 虽然 对 任意 的 8 有 sin2( 一 90) 
一 一 Sin 29, 而 P=sin20 夺 ~sin 20,， 所 以 p 记 sin 2{ 一 9)， 
即 ( PP ， 一 8 ) 不 满足 方 各 P 一 sin206,， 但 由 于 sin (x 一 89) 
一 一 Sin 2 和 一 一 D,， 也 就 是 (一 0，xr 一 9) 满足 方程 P= 二 sin24. 
由 此 可 见 ， 如 果 ( P ,6 ) 满 足 方程 p 二 sin286,， 虽然 (P ,一 9 
不 满足 方程 但 ( 一， 一 9 ) 却 洲 足 方程 . 因此 曲线 
P= 二 sin 26 仍 关 于 极 轴 所 在 直线 对 称 ， 

52. 曲线 关于 和 极点 对 称 

由 图 32 可 以 性 出 ， 点 己 (p， 
9 ) 关 于 极点 的 对 称 点 已 7 的 坐标 
是 (D， 天 十 8 ) 或 (一 PP，0)， 

一 般 地 ， 忆 (PR，80) 关 于 极 
点 的 对 称 点 P' 的 坐标 可 表示 为 P'cp, "+0) 
CC—1)"+1Pp,， nA 十 8)(n 为 (PP 人 
整数 )。 图 32 

设 只 为 复线 上 任 一 点 ,由 它 的 坐标 4o,0) 必 满足 曲线 的 极 
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Prp,g) 


坐标 方程 FF(P,6)= 0 ， 如 果 (P,T+ 4 自 ) 或 (一 p，98) 也 
计 足 方程 ， 即 (CP，A5 二 0)= 0 或 F( 一 p，8) 二 0， 那 
就 说 明 点 已 关于 极点 的 对 称 点 忆 "也 在 转 线 上 ， 也 就 是 说， 
ECp，6)=0 的 图 形 必 关于 极点 对 称 。 

一 般 地 ， 如 果 数 对 ( P ,9 ) 满 足 由 线 方程 Ftp，9) 一 0， 
且 荣 少 存在 一 个 整数 n， 和 使 数 对 [( 一 1)"*!p，#x+ 8 ] 也 满 
足 辣 线 方 程 ， 即 存在 整数 x ,使 F[(C 一 1)”*1P ,nxt+ 6 J 二 0， 
那么 (CP，98)== 0 的 图 形 必 关 于 极点 对 称 ， 

如 曲线 p7 二 cos206， 因 为 (一 p)* 二 p”*， 所 以 ， 如 果 ( 记 ， 
6 ) 满 足 方程 0* 二 cos 29， 那 么 (一 p，9 ) 也 必 满 足 方 程 ， 即 
有 (一 p)*= 二 tos 28 成立, 因此 曲线 p* 二 cos 29 关 于 极点 对 称 、 

又 如 曲线 Pp =sin296， 昌 然 对 任意 8 ， 

—p=~— sin 20*51020 
邯 ( 一 p，98 ) 不 满足 方程 P 一 sia 29。 但 是 由 于 
sin 2(X +0)=sin 20=p1 

也 就 是 (P，w 十 8) 满足 方程 P= 二 sin 26。 由 此 可 见 ， 如 果 
《P，9 ) 满 足 方程 XP 二 sin298， 员 然 ( 一 p，9 ) 不 满足 这 个 
方程 ， 但 (1 ,7# 十 8 ) 序 满足 这 个 方程 , 因此 曲线 P 二 sin 20 
仍 关 于 极点 对 称 。 

c。 曲 线 关于 极 垂 线 对 称 ( 极 稚 线 是 过 极点 且 垩 直 于 极 轴 
的 直线 ) 

由 图 33 可 以 看 由， 点 局 了 Pep,e) 

SR 


(PpP，9 ) 关 于 极 垂 线 的 对 称 人 
点 P' 的 坐标 是 (P， 一 日 ) 
或 (一 p， —0), 

一 般 地 ， 己 (6。6 ) 关 于 
报答 线 的 对 称 点 已" 的 坐标 可 图 33 
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玫 示 为 [( 一 ti) 1D，nzr 一 0 0 为 整数 )。 

设 已 为 曲线 上 任 一 点 ， 则 它 的 坐标 PP、0 满足 曲线 的 极 
坐标 方程 fF(p，9)=0， 如 果 (pp，r 一 0) 或 (一 P， 一 朋 ) 也 满 
足 这 个 方程 ， 即 F(P，F 一 和 ) 一 0 或 五 (一 D， 一 拓 一 0， 
那 训 说 明 点 叫 关 于 极 垂 线 的 对 称 点 忆 " 也 在 曲线 上 ,也 就 是 说 ， 
fF(P，90)== 0 的 图 形 必 关 于 极 生 线 对 称 。 

一 般 地 ， 如 果 数 对 ( P , 8 ) 满 足 曲 线 方程 F(P ,8 ) 一 0， 
上 且 至 少 存在 一 个 整数 4%， 使 数 对 [( 一 1)"+!1P ,nz 一 0) 也 满 
足 有 曲线 方程 ， 即 存在 整数 ,使 FC 一 1)"t1p ,nz 一 8) 一 0， 
那么 ， 了 (A ，8 )== 0 的 图 形 必 关 于 极 垂 线 对 称 。 

如 曲线 1 二 a8， 设 (PP，9 ) 满 足 方程 ， 显 然 ( 一 p， 一 9) 
也 满足 方程 ， 因 此 曲线 关于 极 牌 线 对 称 。 

又 如 曲线 PP 二 1 一 sin 4， 由 于 对 任意 引 

1—sin(—0)= 1 +sing (1—sing) 
所 以 一 Pp 二 1 一 sin (-0) 即 (~-p, 一 和 不 满足 方程 p 二 1 一 sin9， 
但 因为 1 一 sin (TT 一 0) 二 1 一 sin 9 二 Pp, 也 就 是 
《PP，Tr 一 和) 满足 方程 P 一 1 一 siag。 由 此 可 见 ， 如 果 (P， 
8), 满 足 方程 P= 二 1 一 sin 8 虽然 (一 p, 一 0) 不 满足 这 个 方程 ， 
但 4， 一 0 和) 却 满足 这 个 方程 ， 因 此 曲线 一 1 一 sin0 
仍 关 于 极 垂 线 对 称 ， 

顺便 指出 一 点 ， 曲 线 如 果 具 有 上 述 三 种 对 称 性 中 的 任何 
丙 称 对 称 性 ， 那 么 曲线 了 世 必 然 具 有 其 佘 一 种 对 称 性 。 例 如 若 
曲线 关于 极点 和 极 垂 线 都 对 称 ， 那 么 它 一 定 关 于 极 轴 所 在 直 

如 果 申 线 具有 某 种 对 称 性 ， 屠 人 么 我 们 在 进一步 研究 曲线 
的 竹 质 及 作 图 时 ， 可 以 减少 一 部 分 工作 量 ， 世 就 是 只 要 对 
一 半 或 四 分 之 一 图 形 进行 研究 和 绘制 ， 其 余部 分 图 形 可 以 由 
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茧 线 的 对 称 性 得 到 。 

(3) 曲线 与 极 轴 所 在 直线 的 交点 

如 果 以 日 一 0， 和 一 和 22。 一 27 ，…… 代入 曲线 
方程 ， 可 以 依次 得 到 pos Pi Pi’s Pas Pa pp 于 
从 点 Po(pos 0).Pi(p, TT).Pi’(pi’, —n), Ps (pas 
2z), Pa’ (Ps’, —218) 就 是 曲线 和 极 轴 所 在 直线 的 交 
点 。 

如 有 果 P 二 0 能 满足 曲线 方程 ， 则 表示 曲线 过 极点 。 

例如 曲线 PP 二 90 当 # = 二 nx 时 ，P 二 tra ( 1% 为 整数 ), 所 
以 曲线 与 极 轴 所 在 直线 的 交点 为 (#rc，8r)《 8 为 骆 
数 )。 | 

(4) 8 的 取 值 范围 和 并 线 的 有 界 性 

如 果 上 的 可 取 值 范围 是 a 8 专 B， 也 就 是 当 a 太 ?9 志 记 
时 ， 根 据 曲线 方程 ，8 所 对 应 的 了 的 值 是 实数 ,此 外 的 8 
就 没有 实数 值 2 和 它 对 应 。 这 时 沿线 只 存在 于 直线 6 二 a 和 
04 = 之 闻 ( 当 PP 半 0 或 之 0 时， 相应 的 曲线 分 别 在 此 相 
交 直 线 所 成 的 一 对 对 顶 角 内 )。 

如 果 对 于 9 的 一 切 可 取 值 ， 根 据 曲 线 方程 总 有 1P | 二 < 
(常数 )， 那 么 我 们 称 曲 线 为 有 界 的 。 显 然 ， 这 样 的 曲线 包含 
在 圆 P ==c 的 内 部 。 

不 是 有 界 的 盟 线 称 为 无 界 的 。 

例如 曲线 p? 二 sin 20, 当 <20<2z 或 一 4 之 20 之 0 时 
sin20<-0， 这 时 没有 对 应 的 实数 值 C。 也 就 是 在 


地 <0 < 和 一 于 < < 0 内 ,没有 曲线 上 的 点 所 以 曲线 
pa 一 sin 2 在 直线 0 一 0 和 0 一 也 相交 所 成 的 一 对 对 项 角 认 
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x 
区 是 

又 因为 | sin 29 |<1， 所 以 ljol< 和 1. 也 就 是 曲线 
P* 二 sin 20 是 有 界 的 ( 在 阅 P 一 1 的 外 部 没有 曲线 上 的 点 )。 

如 曲线 P 一 a9， 闪 为 6 可 以 取 和 任何 实数 值 ， 了 所 以 2 也 可 
以 取 任 何 实数 值 ， 也 就 是 不 存在 这 样 的 正 数 c ,能 使 | P| 之 < 
对 一 切 可 取信 8( 一 oo 近 8 之 十 吕 ) 都 成 立 ， 所 以 曲线 P 二 ab 
为 无 界 的 。 

(5) 曲线 的 变化 情况 

如 果 0 在 某 范 围 内 , 当 | 9 1 增 大 时 ，| P| 也 增 大 , 那么 在 
这 一 范围 内 此 线 上 的 点 与 极点 的 距离 越 来 越 远 ,反之 , 当 | 6 | 
增 大 时 ， 如 果 | O | 减 小 ， 那 么 曲线 上 的 点 与 极点 距离 越 来 越 
近 . 

如 曲线 p* 一 sin 29， 当 9 由 0 增 到 了 时 ，| P 1 由 0 增 到 
1 人 由 也 增 到 时，| P1 由 工 减 到 0 。 

又 如 曲线 P 一 9( a 为 常数 )， 当 9 无 限 增 大 时 ， 己 趋 于 
0 但 不 等 于 0。 所 以 曲线 无 限制 地 淡 近 极点 ， 而 永远 达 不 到 
极点 。 我 们 称 这 样 的 点 为 该 曲线 的 渐 过 点 . 

因为 当 9 趋 于 0 时 ， 习 字 人 < 趋 于 二， 但 不 等 于 1， 所 以 
当 极 角 8 趋 于 0 时， 曲线 上 的 点 与 极 轴 的 距离 Psin6 一 
了 sin 8 一 a* 了 2 人 就 越 米 越 接近 于 4a， 而 永远 不 等 于 a， 
也 就 是 说 当 6 越 来 越 接近 于 0 时， 曲线 A 一 与 平行 于 极 轴 


(0<IKF, -TrCIS-T). 


” 微 积分 中 重要 极限 之 一 ， 见 本 丛书 * 微 积分 初步 ? 


了 7 


的 直线 sin 8 = a 无 限制 地 接近 , 得 永 不 相交 , 这样 的 直线 
称 为 曲线 的 渐 近 线 。 上 述 直线 psin 4 二 a 是 曲线 P 一 也 的 渐 
近 线 。 

根据 曲线 的 极 些 标 方程 ， 对 曲线 的 性 质 作 了 上 述 分 析 以 
后 ， 整 个 曲线 形状 就 有 了 大 到 的 了 解 。 在 这 基础 上 ， 再 送 当 
计算 出 曲线 上 一 些 点 的 华 标 ， 便 可 以 运用 描 点 法 作出 方程 所 
表示 的 曲线 了 ， 

例 1 作 方 程 p* 一 sin29 的 图 形 。 

解 根据 方程 讨论 井 线 的 几 癸 性 质 ， 

(1) 上 嵌 线 的 周期 性 

因为 方程 (( 一 1)* 2】 ?二 sin2( 9 十 nz ) 当 #8 为 任何 整数 
时 ， 都 可 化 为 p==sin29 的 形式 ， 所 以 上 二 1， 因 此 曲线 具有 
局 期 性 ， 周 期 为 二 。 下 面 只 要 在 一 个 周期 长 的 范围 内 (如 取 . 


-也 委 9 祥子) 对 曲线 的 其 它 性 质 进行 研究 就 可 以 了 。 


2 

《2) 曲线 的 对 称 性 

因为 对 和 任 一 可 取 什 8， 都 对 应 了 个 Pp 的 值 P= 二 0 时 
两 个 什 相 等)， 这 两 个 P 的 值 绝对 值 相 等 而 符号 和 相反。 所 以 
如 果 (2， 6 ) 在 曲线 上 ， 那 么 同 它 关 于 极点 对 称 的 点 【一 Pr 
9 ) 出 必 在 曲线 上 。 由 此 可 见 ， 则 线 关 于 极点 对 称 。 

读者 不 难 判断 曲线 关于 极 畏 所 在 坦 线 和 极 垂 线 并 不 对 
称 。 

(3) 当 6 一 90 时，o=04。 所 以 曲线 过 极点 。 

(4) 当 sin20< 0 时， 没有 实数 值 和 它 对 应 ,也 就 是 在 


字 <9<<+ 和 一 了 了 途 9 << 0 内 没有 曲线 上 的 点 ， 所 以 曲线 在 


38 


直线 6 一 0 和 0 == 记 相交 所 成 的 一 对 对 顶 角 内 (一 x<8 


所 -也 ，0 0 << 字 ), 因此 ,我 们 下 面 只 需要 先 在 0<9< 字 
内 讨论 和 作 图 就 可 以 了 ， , 
因为 |sin 29 |<1, 也 就 是 | 21<1, 所 以 曲线 是 有 界 的 。 
(5) 曲线 的 变化 情况 


列表 如 下 (0<8 < p> 0 ); 


适当 计算 出 0 g 壹 万 内 一 些 点 的 华 标 ( 8 的 一 个 值 ,对 
应 P 的 两 个 值 ):; 
1 | 


0.71 0.93 | 1 |0.93 10.71 


一 一 一 | 一- 一 一 一 |- 一 一 -一 一 | 一 -. 一 一 -| 
1 


j=0.74|-0.93| -1 |-0.93.—0.71| 0 


ee 


”根据 上 家 ， 在 极 华 标 平 
面 上 作 点 有 4， C0.71, 2 


12 
TT 
A,( 0.93, 6 As{t1,， 一 二 一 一 一 
如 
ee 和 BI,( 一 0.71 
1 ] 加 ?pp 


Ee TT 
这 小 如 (一 0.93， 襄 )、 


号 : 
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Bs( 一 1， 本 )……， 用 光滑 曲线 连接 、O、4、4a:、4a， 


OO、B1，B,、Bs、…*… 便 得 到 方程 p 二 sin 20 的 图 形 
《图 34)。 这 个 曲线 叫做 双 纽 线 . 


例 2 作 方 程 一 acos 汪 的 图 形 。 


解 ” 讨 论 曲线 的 几何 性 质 : 
(1) 西 钱 的 周期 性 
+n vy 


因为 方程 Cp arog 人 - 当 n 二 91(1 为 束 
数 ) 时 ， 可 化 为 p= acos4 的 形式 ， 所 以 hk —3, 因而 则 


线 的 周期 为 3x。 四 
ST ee 


前 基 芝 严 < 0<- 光 )、 
(2) i 
因为 cos (一 才 ) 一 cos§, 所 以 如 有 果 ( PP， 6 ) 在 曲线 上 ， 


那么 和 它 关 于 极 轴 所 在 直线 的 对 称 点 《PR， 一 0) 也 必 在 曲线 
上 。 由 此 可 见 ， 曲 线 关 于 极 轴 所 在 直线 对 称 。 
不 难 署 出 曲线 关于 极点 和 极 恒 线 并 不 对 称 ，。 


下 面 对 曲线 的 进一步 研究 可 以 在 0 < 9 < 一 区 内 进行 。 

(3) 当 9 一 0 时 ，P 一 4 ,所 以 曲线 与 航 轴 交 于 (a，0)。 
当 9 二 zx 时 ，P 二 二 a， 所 以 曲线 与 极 轴 的 反 向 延 
长 线 交 于 ( 二 a， )。 z 
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当 0 一 -2 时 ， = 0 表示 曲线 过 极点 O。 


(4) 因为 | cos 全 | 才 1， 所 以 1p] 入 s， 也 就 是 说 曲 
线 是 有 界 的 。 

(5) 曲线 的 变化 情况 

列表 如 下 ( 0 < 9 <3 ) 


0.870 YY 0.5g ™ 0 


计算 出 0 之 6 秋江 -内 一 些 点 的 坐标 ; 


根据 上 家， 在 极 华 
标 平面 上 作出 以 这 些 数 
对 为 坐标 的 点 ， 用 光 清 
曲线 上 顺 次 连接 便 得 马 
0<0<- 攻 二 的 图 形 (图 
35 中 上 巾 线 4BCDEFO 包 
部 分 )。 然 后 再 作出 它 关 
于 极 轴 所 在 直线 对 称 的 
图 形 ， 这 两 部 分 合 在 一 
起 便 是 P= 二 a cos 刁 的 
固形 ， 这 个 曲线 叫做 旦 线 。 
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2. 作 极 坐标 方程 图 形 的 其 它 方法 

除了 .上 述 通 常 运用 的 作 图 方法 外 ， 有 了 暑 还 可 以 利用 已 知 
顶 线 或 出 曲线 形成 的 几何 条 件 来 作出 所 给 方程 的 图 形 ， 

(1) 利用 已 知 则 线 进 行 位 似 变 换 作 图 

在 两 曲线 P 一 kf( 9 ) 和 P==f( 8) 上 有 相同 极 角 8 的 点 。 
前 者 的 极 色 怡 好 是 后 者 的 名 售 。 因 而 如 时 方 程 P 一 1 (08) 的 
图 形 我 们 已 经 知道 ， 那 么 我 们 可 以 取 极 点 为 位 似 中 心 ， 作 出 
D 一 9) 的 位 似 图 形 ( 位 似 系 数 为 有 六) 就 得 到 A 
形 。 

例如 我 们 已 知 方 程 
P= 二 24 cos 6 的 图 形 是 直径 
为 26， 圆 心 在 极 办 上 且 通 过 
极点 OO 的 贺 、 那 么 我 们 就 可 
拉 知 道 方 程 P 二 acos8 的 
图 形 是 直径 为 a， 圆心 在 极 
轴 上 ， 且 通过 极点 的 园 ( 图 


Gs SS 


一 acos AR 


36). 图 36 

(2) 利用 已 知 曲 线 进行 旋转 二 
变换 作 图 

极 坐 标 平面 上 点 P(P，9 ) Pp,9) 
绕 极 点 旋转 角 a〔 送 时 针 方向 旋 
转 时 a > 0， 硕 时 针 方 向 旋转 时 > 


a < 之 0 ) 后 ,位 于 新 的 位 置 P'， oY 
它 的 极 坐 标 为 (p’， 0’) (图 37)， 
那么 应 有 Pp’=p,， 图 37 
/=8+a, 
因此 ， 极 坐标 方程 FCP，08 )== 90 所 表示 的 图 形 绕 板 点 
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流转 角 a 屋 ,新 位 置 上 沁 线 的 极 坐 标 方程 应 为 也 (p’, 0 一 a) 
二 0， 也 就 是 说 ， 将 原 方 程 中 的 9 换 成 9 一 a ， 便 得 到 图 形 
经 过 旋转 角 a 后 ， 新 位 置 上 曲线 的 方程. 

于 是 ， 如 采 方 程 F( P，98 ) 一 0 的 图 形 是 已 知 的 ， 那 么 
将 原 曲线 绕 极 点 旋转 角 a 后 , 便 得 到 方程 F(P, 5- a) 一 0 
的 图 形 。 | 

如 已 知 极 坐标 方程 2 = a cos 9 的 图 形 是 圆心 在 极 轴 :上 。， 
直径 为 a 且 过 极点 的 园 ， 那么 方程 p= acos (8~ 亏 ) 即 


A 


=a sin 4 的 图 形 就 是 上 述 图 形 绕 极点 旋转 角 志 所 得 到 的 


图 。 辐 样 ， 贺 PP 一 cosf 如 果 绕 极点 口 分 别 旋 转 江 、 -到 


P=0cUu50 


p= -acost A= —asing 


后 , 它们 相应 的 方程 分 别 是 p= 二 acos (8 一 x) 和 


P= acos(0— 二 )， 世 就 是 0 二 一 a cos 9 和 p= 二 一 a sin8 


《图 38)。 
再 如 风能 曲线 2 一 -一 首 全 5g- 的 图 形 绕 极点 分 别 旋转 
也 、4，、- 闻 -后 ( 图 89)， 贺 锥 曲线 的 极 坐标 方程 相应 为 
p=—— 一 一 
和 
Eo ep ee 
a 1 一 ecos(6 一 开 ) 
P= 一 一 一 一 一 ， 
1T 一 G6cosf -- 泛 ) 
也 就 是 
ep PS 
P="T esing’ ay 
2 一 如 ET 
人 I 十 esia 日 。 
应 -和 人 K P= ee 
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| 
1+ecosoe 


p 


图 39( 续 ) 
(3) 根据 曲线 形成 的 几何 条 件 作 图 
例 ”长 为 2a 的 线段 4B, 其 西端 点 失 、8 分 别 在 垂直 相交 
了 于 口 的 两 直线 C 了 .五 六 上 滑动 。 由 口 向 线段 4B 作 垂 线 OM , 
求 垂 足 4d 的 轨迹 方程 并 作 图 。 


40 

解 ” 先 求 曲线 的 极 坐 标 方 程 ; 
取 0O 为 极点 ,射线 OD 为 极 轴 OX ,建立 极 坐 标 系 (图 40)、 

并 设 和 M(tP，8 ) 为 曲线 上 任 一 点 。 
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我 们 分 析 一 下 曲线 形成 的 过 程 ( 候 定 DC=OD=OF 
=OF=AB=20); 

开始 位 置 是 4 位 于 QOQ，B 位 于 EE， 这 时 6 二 0， 

如 果 有 /由 〇 运动 到 加 ， 由 吕 运 动 到 QO， 那 么 9 由 0 增 


加 到 所 (这 时 P>>0)， 


如 果 4 继 筷 由 吃 运 动 到 O ,8B 由 O 运 动 到 琅 , 那么 8 由 本 
增 到 (这 时 P< 之 0 )。 

如 果 .4 再 由 O 〇 运动 到 C，B 由 下 运动 到 吕 ， 那 么 9 由 
增 到 -5 这 时 p> 之 0). 

如 果 有 4 又 由 C 运 动 到 0，B 由 O 运 动 到 巨 ， 那么 9 由 . 
3 增 到 2x (这 时 PP 之 0). 


2 
可 以 将 上 述 变 化 列表 如 下 ， 

A | 0 一 也 一 0 一 5 和 一 0 
8 | E—»0-—»F—»0—>E 

A en Sn 


当 0 之 9 < ，P 之 0 时 ， 那 么 在 直角 三 角形 40M 
中 有 OM =OActos/ AOM, 
在 直角 三 角形 405 中 有 
OA4#=ABsin/ 4ABO, 
所 以 OM=ABsin/ ABOcos/ AOM., 
又 因为 AB=20, 
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OM 一 Pp, 
ABO~/AOM= /XOM= 0, 


所 以 P=2asing cos 0， 


也 就 是 P= sin20. 

可 以 验证 ， 6 为 任意 值 ，M 的 坐标 (P，8 ) 都 满足 上 
述 方程 。 办 此 满足 上 述 条 件 的 点 村 的 轨迹 的 极 坐 标 方 程 为 
P= asin2g, 

下 面 我 们 根据 旭 线形 
成 的 几何 条 件 作 图 : 

在 直线 CD 上 任 取 一 - 
点 4( 要 求 1O41I 生 2a) 在 
天 下 上 取 点 吾 ， 使 | AB | 
一 26， 作 OM 4 ，M 为 
垂 足 , 码 俩 是 熙 线 上 的 点 。 
不 断 改 变 点 4 让 CD 上 的 
位 置 ， 就 可 以 得 到 井 线 上 
一 系列 的 点 ， 最 后 用 光滑 < 
曲线 连接 这些 点 ， 便 得 
PP 二 45sin20 的 图 形 ( 图 
4+)。 这 个 曲线 称 为 四 时 
政 璃 线 。 当 98 由 0 连续 变 


.到 2r 时 ， 对 应 前 点 虹 所 经 图 41 


过 的 路 线 是 OGHOKLOPQORSD,， 

(4》 利 用 同一 方程 在 直角 坐标 系 中 的 图 形 作 图 

由 于 在 直角 举 标 系 中 ， 点 与 坐标 是 一 一 对 应 的 ， 因 击 作 
直角 华 标 方程 的 医 形 比较 方便 ， 而 有 有些 极 学 标 方 程 的 作 图 团 
难 较 大 ， 如 果 同 一 方程 的 直角 涂 标 系 中 的 图 形 比 较 容 易 作 


了 六 


出 ， 那 么 可 以 参考 同一 方程 在 直角 坐标 系 中 的 图 形 来 作 该 方 
程 在 极 坐标 系 中 的 图 形 。 

设 曲 线 方程 为 2 二 1( 8 )， 我 们 可 以 将 0 作为 横 坐 标 ,，P 
作为 维 坐 标 ， 在 直角 坐标 系 4Op 中 ， 作 出 其 图 形 ， 然 后 由 这 
图 形 观 察 2 与 4 的 变化 关系 ， 根 据 这 一 PP 与 9 的 变化 关系 ， 
以 8 为 极 角 ，P 为 极 径 , 在 极 坐 标 系 中 作出 方程 为 P =f( 0 》 
的 图 形 来 。 

观察 P 与 6 的 变化 关系 ， 主 要 是 从 直角 坐标 系 中 的 图 形 
土 ， 看 当 8 为 何 信 时 , p 的 取 值 为 0 ,Pp 什么 时 候 取 极 大 、 极 小 
信 ; 以 及 9 在 什么 范围 内 , P 的 取信 和正, 负 和 p 汐 大 小 变化 的 倩 
况 。 如 在 直角 坐标 系 中 的 图 象 上 ，9 ,和 和 9; 是 使 ?二 0 的 相 邻 
的 两 个 8 和 值 ,这 时 在 6 与 0; 之 位 , 邵 P 之 0， 则 在 极 和 坐标 系 中 ， 
方程 p = 二 f( 8 ) 的 图 形 在 极 角 9 14 与 9; 的 终 边 所 夹 角 的 内 部 ;如 
P 之 0 则 在 极 坐 标 系 中 ， 方 程 p 二 f( 8 ) 的 图 形 在 极 角 91 与 
9, 的 终 边 所 夹 角 的 对 顶 角 内 ， 

下 面 我 们 在 两 个 例子 : 

例 1 作 P=sin38 的 图 形 … 

先 作 P==sin36 在 直角 坐标 系 9Op 中 的 图 形 , (0<50<<27》 
(图 42) 并 列 出 P 与 8 变化 关系 表 。 


参考 上 表 ， 可 作出 2 二 sin 36 在 极 人 至 标 系 中 的 图 形 ( 图 
43)。 


读者 可 以 看 到 ， 
wT P+ 

当 < 0 < 3 有 时， 
0<0， 了 上 曲线 口 CDDO 
在 以 极 角 8 一 二 和 


4 一 < 让 -的 终 边 所 夹 


骨 的 对 项 角 内 ， 
P=sin 3 在 区 
9 之 27 内 的 图 形 与 图 43 


0 之 9 之 x 内 的 图 形 相 重 合 ， 它 反映 了 茧 线 的 周期 是 x*。 当 
6 由 0 增 到 x 时， 有 曲线 上 的 点 所 经 过 的 路 线 是 OA4BOCDO 
EFO., 
曲线 P= 二 sin39 称 为 三 叶 政 瑰 线 ， 
例 2 和 作 P=cos 9 十 tos29 的 图 形 ，。 
先 作 出 在 直角 坐标 系 2Op 申 的 图 形 (0 和 0 <2r)( 图 44)。 
求 出 使 P 一 0 的 8 的 值 : 
如 时 cos 6 十 cos28 一 0 ， 即 2 cos- 尘 COs = 0 。 
强 | cos-3 = 0 。 


¥9 


和 5 . 
即 0 = Lu 了 
0 __ 
或 cos =0. 
出 日 一 区。 


因此 ， 当 9 一 子 ，z， 了 时 ，P 一 0， 


p=c0s€+00520 
p=c0528 
Za 
# 


图 44 


再 求 使 2 取 极 大 秆 、 极 小 值 的 69 值 ; 
当日 二 0，T、27 时 ，P 取 极 太 储 分 别 为 2，08，2 
又 因为 PP 一 cosb 二 cos20 
一 2cos28- 二 cospb-- 1 


机 于 :9 

一 2 (cos 0 十 于 ) 6° 
所 以 当 cos 9 一 一 子 时 ，P 取 极 小 值 。 
即 当 | =arc cos(~ 地 ) 
或 0 一 2 一 和 te cos( 一 于》 


时 ， 忆 取 极 小 值 一 号 . 
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可 列表 如 下 ， 


下 -二 ) 
arc cos( 和 


2 0 -二 0 
P | 极 - 起 被 
大 和 小 -大 

” 秆 答 


TT 


3) 
327 ~arc cos{t -一 
( 4 


《图 45)。 


当 8 由 6 增加 到 2x 的 过 程 中 ， 上 曲线 上 的 点 所 经 过 的 路 线 
为 BCODEFOGHIOAB. 


习 题 三 


1, 求 适合 于 下 列 条 件 的 点 的 轨迹 的 极 堂 标 方程 ， 并 画 出 它 的 图 
形 。 . 


了 


Shine eraa EE ep EE PR ee 一 一 -一 一 -一 


《1) 极 径 与 极 角 成 反比 〈 双 曲 螺 线 )， 

《2》 极 径 的 平方 与 极 角 成 反比 〈 连锁 螺 线 )， 
《3》 极 径 的 对 数 与 极 角 成 正比 ( 对 数 螺 线 ) 。 
2. 画 出 下 列 设 党 标 方程 的 图 形 ， 

《LI) P=5(1—-c050), 

2) P=2(C(1+sing), 


《3》 Pp =10 co0s20, (4) P=acos 30, 
{5 2 =0 CoO3 全 ， (6) Pp =asin 
(7) p2=4sin20, . (8) P =a sin?b. 


3. 从 极点 O 作 加 p =2aco5s8 
的 蓄 OB。 球 各 弦 中 点 了 的 轨迹 的 
极 谷 标 方程 。 并 且说 羽 它 的 图 有 形 
是 什么 曲线 ? 

4。 方程 cos30 + 2 = 
P +2c0539 表示 怎样 的 曲线 ? 夯 
出 它 芍 图 形 来 ， 

5. 自 定 贺 的 直径 OA= 4 的 
端点 O 作 弦 口 如 ,又 作 BC_ LO4d， 
延长 0B 到 号， 使 下 列 条 件 之 一 
满足 : 

(1) BP= BC, 

《2) BP= AB, 

《3》 BP= OC, 

(4) BP=0B., i 
求 各 点 恕 的 轨迹 的 极 坐 宗方 程 。 第 5 题 


$ 4 极 坐标 与 直角 坐标 之 间 的 关系 
极 坐标 系 和 直角 坐标 系 是 平面 上 两 种 不 同 的 坐标 系 ， 但 
$52 


$ 


它们 都 是 用 一 对 有 序 实数 来 确定 平面 上 一 点 的 位 置 ， 因 此 同 
一 点 的 极 坐标 与 直角 坐标 之 间 必 然 存 在 着 一 定 的 联系 。 有 时 
由 于 实际 问题 的 需要 和 研究 讨论 的 方便 ， 要 将 这 两 种 坐标 进 
行 换算 。 下 面 就 来 讨论 这 两 种 坐标 之 间 的 关系 。 

在 同一 平面 上 ， 如 果 选 取 极 坐标 系 的 极点 和 直角 坐标 系 
的 原点 重 仿 。 极 坐标 系 的 级 轴 和 直角 坐标 系 的 横 轴 正 半 轴 重 
合 ， 并 且 它 们 的 长 度 y 
单位 也 取 成 一 致 〈《 图 
46)， 又 设 平面 上 任 
一 点 已 的 直角 坐标 
沪 (x，w)， 极 坐标 
为 (D，8)， 那 么 这 
两 种 坐标 之 间 的 关系 
是 


X= Dcos0 


(1.4) 


下 面 分 三 种 可 能 情况 证 明 关 系 式 (1.4) 成 立 。 
1I.P=0 
这 时 点 局 是 极点 《原点 )， 其 直 生 坐标 为 (0，0)， 即 
YX 一 0，y 一 0。 它 的 极 坐标 为 (0， 9 )，、 也 就 是 P=0， 
和 为 任意 实数 和 值 。 所 以 有 Deosb 一 0，psinf 一 0。 因 此 
关系 式 (1.4) 成 立 ， 
2.P>>0. 
由 三 角 学 中 关于 任意 角 的 三 角 函 数 的 定义 : 


$3 


a re 一 


i ey 
sing 万 


可 知 关 系 式 (1,4) 是 成 立 的 。 
3.7<D 


Pox,y} 
CP,0) 


图 47 , 

这 时 一 上 >0， 取 已 (CD，9) 关 于 极点 的 对 称 点 名 

《一 Pp，8)( 图 47))。 因 为 P 的 直角 航标 是 (xX，y)， 所 以 

入 的 直角 坐标 是 (一 %， 一 Y)。 点 包 的 极 坐 标 是 (一 PP，8 ) 极 

径 一 >>0 。 由 上 面 第 二 种 情况 ,点 外 的 直角 坐标 (一 x; 一?) 
和 极 坐 标 (一 0，9 ) 之 间 游 足 关 系 式 (1,4)， 所 以 有 


一 % 一 一 Pcosp 


— y=— psing 
=pPceost 
成 立 ， 也 就 是 《 ，_ psing 


成 立 。 这 就 表明 点 了 的 直角 坐标 (%*，y ) 和 极 坐 标 (2，6 ) 
《记忆 0 ) 也 满足 关系 式 (1.4)。 
综 上 所 述 , 关 系 式 (1.4) 对 平面 上 一 切 点 的 所 有 极 坐 标 和 
相应 的 直角 坐标 普遍 成 立 ， 
”我 们 可 以 根据 关系 式 (1,.4), 将 点 的 极 举 标 化 为 点 的 直角 
坐标 ， 或 将 曲线 的 直角 坐标 方程 化 为 曲线 的 极 坐 标 方程 。 
由 关系 式 (1.4) 可 以 推 得 下 列 关系 式 : 


$4. 


pi wry 
ee (ze0) C09) 


这 里 由 tg 8 的 值 来 计算 8 时 ， 应 根据 PP 的 正 负 和 点 
了 P(x，y 1) 在 哪 一 象限 决定 。 例 如 点 己 在 第 二 象限 (4X<0， 
》 之 0 )， 如 果 在 根 号 v xx 十 前 取 正 号 ( >>0) ,那么 8 的 


一 个 值 可 在 3 <- 6 < 7 范围 内 到， 如 果 根 号 wv wx5 二 前 
取 负 号 (p< 0)， 那 么 0 的 一 个 值 可 在 一 了 < 9 < 0 内 取 ， 
当 x 二 0 时， 那么 一 于 +nr ( 7 为 整数 ). 


虽然 平面 上 一 点 的 极 坐 标 可 以 有 无 数 多 对 ， 但 是 如 果 点 
的 -对 极 举 尘 求 得 后 ， 那 么 这 点 的 其 它 无 限 多 对 极 坐标 也 就 
可 以 写 出 了 。 因 此 ,有 了 时 可 以 限制 2 ,9 的 取信 范围 为 A 池 0， 
0 和 bg <2z， 这 样 由 点 的 直角 坐标 求 它 的 极 坐 标 时 ， 关 系 
式 (1.5) 由 第 一 个 式 子 根 号 前 也 就 可 以 只 取 正 导 了 。 

我 们 可 以 由 关系 式 
(1.5), 将 点 的 直角 淮 标 化 
为 点 的 极 坐标 ， 或 将 曲线 
的 极 坐 标 方程 沙 为 曲线 的 
直角 坐标 方程 ， 

例 1 图 48 所 示 工 件 上 
孔 心 王位 置 由 | 局 | =T4i0， 
了 XOP=40° 所 确定 的 ，。 
为 了 便于 在 坐标 甸 床 上 
加 上 ， 试 计算 点 已 的 直角 
坐标 。 
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解 ” 设 点 已 的 直角 坐标 为 (x，y)， 因 为 XOP=40” 
一 二 =， 所 以 在 以 OX 为 极 辅 的 极 坐 标 系 中 点 书 的 极 坐标 为 
《110， 2 x)。 由 关系 式 (1.4) 得 

x =11l0cos Sx~=110c0s40° =110x 0.7660 
84.26, 

y =il0sing x~110 sin 40°=110X0.86428 
T7071, 

所 以 也 的 直角 华 宗 为 (84,26，70,71)。 

例 2 将 点 忆 的 直角 化 
标 ( 一 w 3， 一 1) 化 为 极 坐 
标 ( 图 49) 

短 ”根据 关系 式 (1 .5)， 
可 得 ( 取 P 守 0) 

P= Xi yY Ri 
= HTT 4 
= 3+1 一 4 一 2， 
2 一 V3 
tg 0 一 PR 3 
轴 为 己 在 第 三 象限 ， 同 时 又 有 p>>0， 所 以 可 取 


二 一 看。 


6 


因而 点 PP 的 极 坐标 为 (2，- 主 -)。 


如 果 我 们 福 根 号 v x :十 ys 前 取向 号 (Pp 三 0)， 那 么 、 
P=~—v xit+y: 一 一 2， 


$5 


了 


同时 闵 为 点 已 在 第 三 象限 ， 又 有 p<<0， 所 以 可 取 


6 a 
因而 点 号 的 极 华 标 为 (一 2， 刁 -)， 


这 与 上 面 得 到 的 (2，- 信 ) 是 表示 平面 上 同一 点 ;事实 


上 点 已 的 设 坐 标 一 般 形式 可 表示 为 ; 
to 个】 论 
[(-Dx2， 音 +nr ]。 《nm 为 整数 ) 
上 面 求 出 的 点 的 极 坐 标 分 别 是 当 n=1 及 n= 二 0 的 情 
形 ， 
例 3 将 直线 二 的 法 
线 式 方程 


XCOS WF Sin 四 一 已 


=0 
化 为 极 坐 标 方程 (图 50)， 
解 将 关系 式 (1.4) 
-代入 直线 了 的 法 线 式 方 程 得 : 图 50 
Peosecos mt+p ing sin ww— p=0, 
时 plcos dcos m+ Sin§ sin wm)=p, 
也 就 是 peos(g 一 @) 一 户 


这 就 是 前 面 得 到 过 的 任意 位 置 直线 的 极 坐标 方程 (1,1)。 
例 4 ”将 极 坐 标 方程 osin 9+ 地 化 为 直角 坐标 方程. 


解 ” 因 为 根据 方程 p 一 sia bg 十 村 ， 当 8 一 一 总 时 ， 
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p 二 0， 所 以 极点 QO 在 曲线 上 。 我 们 以 p 先 方程 两 端 得 


Pp =P sin 9+ 坟 Pp 


它 与 原来 方程 是 等 从 的 ， 它 们 所 表示 的 是 同一 曲线 #, 

由 关系 式 (1.4)》、(1.6) 可 知 P2? 一 xs 十 2、Dsin 0=y、 
5 一 十 2Xz 于 7 ， 因 此 上 面 的 方程 可 化 为 

wy 和 yt Ty 

根 号 前 如 取 正 号 (0 之 Dj 
图 形 为 图 51 中 的 曲线 
OABCO:; 

根 号 前 如 取 负 号 \P 志 中 
图 形 为 图 51 中 的 曲线 
ODEO., 

如 果 在 上 面 的 直角 坐标 
方程 中 去 根 号 ， 便 得 方程 : 

wy :=4(x yy)? 
它 的 图 形 便 是 图 51 中 的 整个 曲线 . 图 51 

例 5 从 定 图 直径 O 4 的 端点 Q 引 射线 与 画 交 于 C， 并 
与 过 .4 的 切线 4 个 交 于 站 ， 在 0 也 上 取 点 已 ， 使 OP= BC， 
当 射 线 绕 口 旋转 时 ， 动 点 己 的 轨迹 称 为 莫 叶 钱 { 图 52)。 试 求 
营 时 线 的 方程 并 作 它 的 图 形 。 

以 QO 为 极点 ,射线 口 4 为 极 轴 QOX ,建立 极 坐标 和 示 .。 

* 如果 曲线 玉 (p，9) = 0 示 通 过 极点 D， 那 么 方程 两 端 同 笋 以 6 
后 ，pF(Lp，b) =0 与 原来 方程 Fip, 9)=0 是 不 等 价 的 。 方程 
PF(p，4)= 0 的 图 形 是 原来 的 曲线 Ft0o，9)=0 加 .EP =0( 极 点 ;用 
合成 的 图 形 ， 而 与 曲线 FF(p，0) = 0 不 一 至 ， 
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| 


1 于 


设 点 已 的 极 坐 标 为 
(0， 分 ， 则 因为 D4 是 定 
贺 直 径 ，C 在 圆 上 ， 所 以 


一 OC4 == 地 .也 就 是 0 8 
.AUC., 

在 直角 三 角形 A4BC 
中 ,有 ,tgABAC=35 


AC: 
所 以 QOP=BC 
=AC tg/LBAC; 
久 在 直角 三 角形 
OAC HH， 有 sin 4OC 


一 44C 
OA’ 
所 以 AC—OA sin/ AOC., 图 52 
于 是 OP=O4 sin/ AOC tgLBAC. 
因为 LAOC=10|], 
又 LBAC+LOAC=3., 
及 AOC+ LO0AC=3， 
所 以 LBAC= /AOC=| |, 


sin AOC=sin| 6 |， 
tgLBAC= :gl 981. 
文 OP=p, 
设 定 避 半径 为 > ， 则 9 一 2r， 
所 以 P=27 sin| 9 |tgl 9 1, 


3 


“mn 


"! oO=2r Sinf tg 0, (1.6) 


这 就 是 点 叶 线 的 报 俏 标 方 召 
户 将 它 化 为 直角 华 标 . 方程 
凡 极 点 为 原点 ， 报 东汉 槛 宦 正 半 轴 建立 直角 至 标 系 。 
因为 汽 9 二 0 时 ，J0 二 8， 所 以 极点 在 由 线 上 ， 
为 了 便于 它 用 关系 式 《1.4)， 我 们 可 应 用 pz cos 8 深 方 
种 沿边 ， 4 导 获 Hs COs G2r 2 sin? 0, 
它 马 与 澡 来 的 方程 表示 同一 苯 归 洲 ，。 
由 关系 式 (1.4)、 (1.5) 可 区 pr:cos0=p:. prost 
一 (xX? 二 yx，D? Sin? 0 一 3 内 此 上 上 述 方程 可 化 为 ， 
(XT yr 2ry, 


| 有 2 一 人 ¢ (1.6a) 


这 就 是 世 叶 线 的 站 保 坐 入 方程 ， 

为 了 作 邮 芝 时 线 的 图 形 ， 我 们 可 以 根据 世 叶 线形 成 的 条 
忻 。 得 到 曲线 上 一 系列 的 点 ， 也 就 是 从 O 作 任 一 射线 OB， 
交 定 加 所 切线 了 了 于 3， 交 定 加 于 C， 在 OB 上 到 OP 一 BC， 
这 样 就 得 到 蕊 时 线 上 一 点 呈 ， 改 变 射 线 的 方向 ， 就 可 以 得 到 
营 时 线 上 不 疗 的 点 、 然 后 硕 次 将 这 些 点 连接 起 来 ， 便 可 得 到 . 
蓝 叶 线 . 


习 题 加 


1 各 点 的 极 坐 标 训 下 ， 永 它 们 的 再 庙 


J ， 
过 (uv 2 ， 4 73 B (4, 3 
C4vVE, -下 ) D(-2, -TI) 
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Fl, xz) 严 (3， -es 


Br Ti 13r 
Cl-v 3, 2 i(—1, 6 ). 
2. 省 点 的 直角 誉 本 如 下 ， 六 它们 的 极 举 标 (009，0 才 4<L2x)， 
ACl~1, -1), Bl4, — 43)s 
CC-5, Sy 万 (一 3，0)?} 
ECQ, —4d)s Flv 8, 2), 
3 把 下 列 直 逢 怪 和 标 考 程 化 成 要 坐标 方程 : 
《TI x=65, (2) y+4= 0 
(3) 2x— 5»= 0 (4) x yt2y= 0 
{5) 2xy¥= Oa; (6》 x2— y= 2, 
4 .把 下 列 冯 人 藻 水 方程 化 成 直角 誉 标 方 程 ， 
(1) p= 7 (2) 8= 本 
《3) p=4c0s 0 (4} peos d= 5 
5) p= 3 


2cos0-5sing ; 


《6) pr*—B8Pp cos d+5=0, 


《7) P=5tgeB: (38) £2= 4 ctgd, 

(9) p=2sin? 0 sec 8, (10) p+6 ctgO csc f=0, 
$5 几 种 常见 的 曲线 

1. 阿 基 米 德 螺 线 


设 射 线 上 绕 端 点 作 久 角速度 转动 ， 同 时 一 动 点 从 射线 端 
点 出 发 沿 射 线 了 上 作 匀 还 移 动 ， 则 这 动 点 的 加 迹 称 为 阿 基 米 德 
《zcpiiedes 时 线 。 

(1) 求 阿 基 米 德 螺 线 的 方程 

选取 射线 问 点 为 极点 口 ， 身 线 的 初 码 位 置 为 极 贡 QF 


如 了 


了 图 53)。 
设 射 线 绕 O 旋 转 的 角速度 


为 o@， 动 点 在 射线 上 移动 的 速 eB /A 
度 汶 wv(v ,w@ 均 为 常数 ), 动 点 

从 设 点 0 开始, 经 过 时 间 1 Ac -二 
后 ， 运 动 到 极 坐标 平面 上 点 忆 区 63 


(Pp，8) 的 位 置 。 那 么 根据 已 知 条 件 ， 可 知 bp、8 与 时 间 + 的 
关系 为 : 
p=vt 


= wt 
从 上 式 中 消去 +， 即 得 
p= 0 
我 们 记 - 了 为 Ga， 于 是 阿 基 米 德 螺 线 的 极 笃 标 方 程 为 


P= 0 9 {1.7) 


我 们 可 以 看 到 。 如 林 将 它 化 为 直角 坐标 方程 ， 应 该 是 ; 
tv xii 一 (arc tg t+nn) (1 为 整数 }》 
可 见 阿 基 米 德 螺 线 采用 袜 坐 标 方程 的 形式 要 比 直 角 坐 标 方程 
简单 得 多 。 
E 假如 动 点 的 初始 位 置 不 是 在 极点 ， 而 是 在 极 轴 上 离 极点 
距离 为 5 的 点 处 ， 那 么 用 同样 的 方法 可 以 得 到 动 点 轨迹 的 极 
学 标 方 程 为 
p=a8+b 《1.7a) 
以 后 可 以 君 到 ， 它 也 是 一 条 阿 基 米 德 螺 线 ， 
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(2) 作 阿 其 米 德 媒 线 的 图 形 ，。 

我 们 洁 根 据 方 程 p=49 (a 六 0) 讨论 曲线 的 一 些 性 质 。- 

&. 曲线 的 周期 性 

方程 (一 1)*p 二 2049 二 #2) 当 n 为 不 等 于 0 的 整数 时 ， 不 
可 能 化 为 p= 二 a6 的 形式 ， 因 此 阿 菇 米 德 星 线 不 具有 周期 性 . 

5. 曲线 的 对 称 性 

梁 于 a( 一 0) 二 一 688 二 一 p， 所 以 如 轩 (p，9) 在 曲线 上 ， 
那么 (一 pp， 一 9) 也 必 在 曲线 上 ， 因 而 曲线 关于 极 更 线 对 称 。 

不 难看 出 ，09< 和 0 时 的 图 形 和 和 之 时 的 图 形 ， 正 是 关 
于 极 垂 线 为 对 称 。 下面 我 们 可 以 先 讨 论 的 0 之 日 的 寡 吏 。 

c, 且 线 与 极 负 所 在 直人 绕 的 交点 。 

当 和 取 值 为 0、x、2x、…… 时 ， 根 据 方程 (1 .1) 得 到 想 
应 p 的 值 为 0 、rae，、2rd、……， 所 以 曲线 (9 之 0) 与 极 轴 所 
在 直线 的 交点 为 (0，10)、(zG，T)、(2780。，2)、 

d,9 的 取信 范围 和 曲线 的 有 界 性 

因为 8 可 以 取 任 意 实 数 亿 ， 由 方程 (1，7) 相应 的 p 也 可 
以 取 到 任意 实数 秆 ， 所 以 曲线 是 无 园 的 。 

e. 出线 的 变化 情况 

从 且 线 方程 (1，7) 可 以 输出 ， 随 着 和 的 什 无 限 增 大 时 ， 
所 对 应 的 p 的 值 也 无 限 增 大 . 


我 们 把 p、69 的 一 些 对 应 值 (6 之 0) 列 成 下 表 : 


p 0 0.2600.520 0.7901.05a 1.3101.57q| 


4 


在 极 徐 标 平 画 上 作出 以 表 中 各 对 Pp、9 的 值 为 坐标 的 点 ， 
最 后 将 它们 连 成 曲线 (图 54 中 实 线 部 分 })。 就 得 到 p= 二 49 在 


63 


48 之 0 时 的 图 形 ， 

利明 曲线 关于 极 怀 线 的 
对 称 注 ， 梧 以 画册 9< 0 的 
` 措 线 《 图 中 虚线 部 分 )。 

如 果 极 坐标 概念 不 加 以 
推广 ， 世 就 是 限 划 6 袜 8， 那 
人 么 方 得 P 一 ob 只 表示 图 5 中 多 54 
实 线 的 这 一 支 ， 而 不 包含 图 中 虚线 那 一 注 。 


由 于 cb 二 一 al0 十 二)， 所 以 方程 0 二 a8-+b 的 图 形 可 以 


由 p 一 09 绕 极点 D 旋 转角 (一世) 后 得 到 ， 如 图 55 (9 之 0 为 
实 线 部 分 曲线 ，0 去 0 为 虚线 部 分 曲线 ) 


图 55 

有 了 时 描绘 阿 些 米 德 螺 线 2P = 一 a 68(q>0) 采 用 下 面 的 儿 
何方 法 4 以 0 和 < 2r 部 分 为 例 说 明 ): 

在 口 革 轴 上 取 谢 ， 合 OMW=2xa、 将 OM rn 等 分 (例如 12 
等 分 )， 分 点 为 A41、 44,、 As、 "dds (41, 也 就 是 点 训 ) 
《图 56)， 同 时 以 〇 为 圆心 ，O 有 为 半径 作品 ， 将 这 圆周 也 

of 


度 56 


等 分 ( 有形 为 最 后 一 个 分 点 )， 分 点 为 Bi1、 B,、 A Bi:(Bi, 
也 就 辟 点 溺 )， 

再 以 口 为 圆心 ， 分 别 以 口 妈 下 OA4,, 入 了 和 3 OA 为 半 
径 作 加 ， 对 应 地 与 口 且 :、 OB,. 人 OO 相交 于 人 7 、 M,、 
one M1, (iM, 也 就 是 点 讶 )， 最 后 用 光滑 划 线 硕 次 连接 OQ， 
上， Mi .、 Ne Ms， 便 复 到 阿 基 米 德 螺 线 一 aa 盖 0) 在 
8 委 b 委 27 内 的 图 形 ， 

可 以 看 出 ， 点 好 (CR= 8 
2，……12) 的 极 付 标 是 ( 22z8 ， 
22 王 )。 它 满足 方程 p= 一 a8， 所 
以 Mt 在 阿 基 米 德 螺 线 上 。 

阿 基 米 德 螺 线 在 机 械 了 可 以 


用 来 作为 息 动 控 刺 装置 中 凸轮 的 
轮廓 晶 线 。 图 57 是 自动 机 床上 的 


一 个 盘 形 凸 轮 的 办 廓 线 ( .4 方 是 阿 基 米 德 螺 线 的 一 段 )， 凸 办 
按 顺 时 针 方 向 绕 O 匀速 旋转 ， 了 六 推 动 从 动 杆 C 万 向 上 作 巳 
速 直线 运动 。 

el 


到 一 一 一 二 毫米 的 长 度 。 它 的 工作 原理 如 图 58 所 示 。 图 中 国外 


的 刻度 ， 将 回 周 100 等 分 ， 中 间 的 曲线 是 阿 基 米 德 曾 线 , 它 的 
螺 距 《 相 邻 两 圈 沿 极 径 方向 的 距离 ) 是 -毫米 ， 如 果 螺 线 
i ne 


心 Q 的 距离 就 变化 一 由 [毫米 。 


在 实际 测量 时 ， 被 测 物 体 O 入 的 位 置 一 般 恩 定 不 动 ， 如 
图 58，O 〇 ji 为 水 平 位 置 ， 刻 度 0 也 调 在 水 平 位 置 ， 利 用 显 微 


?9 29 


\ 


Qs 


-58 
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镜 可 以 先 读 出 精确 到 了 毫米 的 长 度 O B， 为 了 测 出 五 M( 小 


于 -而 毫米 ) 的 长 度 ， 可 以 转动 刻度 盘 ( 阿 基 米 德 螺 线 也 随 着 


侥 口 旋转 ), 如 时 OO4( 对 应 刻度 为 34， 表 示 口 4 一 口 有 一 0.034 
党 米 ) 在 转 到 水 平 位 置 时 ，-4 恰 和 性 重 台 ， 那 么 DO 好 的 长 度 
为 原来 CO 如 的 长 度 再 加 上 0.034 毫 米 。 

2. 巴 斯 加 遇 线 

从 图 周 上 定点 0 引 直 线 OS, 交融 于 人 @ ,在 OS 上 取 点 忆 ， 
使 | PQ| 为 一 常数 ， 当 OS 
绕 口 旋 转 时 ， 动 点 己 的 轨迹 
称 汶 巴 斯 加 {Pascal) 帅 线 . 

(1) 求 蜡 线 的 极 坐 标 方 
程 

取 定 点 QQ 为 极点 ， 设 0 
疙 为 定 癌 直径 ， 以 射线 OA4 
为 极 轴 口 入 ， 建 立 极 坐 标 系 
《图 59), I[&i59 

记 定 贺喜 径 为 4，1PQ| 二 5，(g 沁 0 458 守 0) 那么 定 圆 的 
方程 为 p 二 a cos 0。 

设 P(p,; 人 外 为 归 线 上 任 一 点 ， 相 应 的 Q@ 的 坐标 为 (p1, 8 ) 
那么 由 于 驴 在 定 贺 上 ,所 以 它 的 坐标 满足 定 圆 的 方程 ,也 就 是 

DiI 一 CCcos 0 

叉 因 为 P 在 OQ 或 其 延长 线 上 ， 所 以 有 p= 二 pi 土 6. 因 此 点 PP 的 
极 坐 标 满足 方程 p=acos 4 鞋 6, 

但 是 ，p==a cos 0 一 中 可 以 变形 为 D= 一 一 [acos(8 十 区 ) 
十 b) 也 就 是 一 bp 二 a cos{8 十 x4)+48。 这 说 明 如 果 (p，8) 在 
油 线 p 二 a cos 0 一 5 上 ， 那 么 (一 Pp，0++T) 也 一 定 在 曲线 = 
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< ee 


a cos 8+9 上 。 我 们 知道 (一 p，8 寺 7) 和 (Pp。9) 开 示 的 是 极 
党 标 平 面 上 同一 点 ,上 所 以 方程 pacos 9~b 有 p=4acos 9+b 
表示 的 是 同一 条 册 线 。 所 以 方程 可 以 统一 表示 为 

Re aR (1.8) 


这 就 是 巴 斯 加 晓 钱 的 极 坐标 方程 。 
《2) 作 峡 线 的 图 洪 
根据 方程 p=&a cos 6 十 b 汗 论 嵌 线 的 性 磺 : 
9, 册 线 的 周 湖 性 
方程 (一 1)'p 一 & co3 (十 nA) 二 6, 当 4 二 十 2， 二 4 
对， 可 以 化 为 p=a cos 8 二 6 的 形式 ， 所 以 蜡 线 的 周期 为 3x. 
因此 下 面 关 于 曲线 性 质 的 讨论 可 以 在 一 rr<O<Sr 内 进 


6, 曲线 的 对 称 性 

由 于 cos{ 一 上 8) 二 co0$ 896， 所 以 如 时 (Pp，9) 消 忠 方程 
{1.8)， 那 么 (p， 一 扑 也 必 满 中 方程 (1,8)。 因而 曲线 关于 
极 加 所 在 直线 为 对 称 。 

我 们 可 以 先 在 0 二 86 专 x 内 讨论 曲线 的 性质 和 作 图 ， 然 
后 利用 关于 极 轴 版 盏 直线 的 对 称 性 ， 鲁 可 得 到 蜂 线 的 整个 图 
形 。 

cc 曲线 与 裤 轴 所 在 直线 的 交点 

根据 方程 (1.8), 8 = 0 时，p 二 4 十 5; 4=x 时 ，p 二 
b 一 9。 所 以 出 线 气 极 铀 所 在 直线 交 点 的 尚 标 为 (cc-+Ba，0 )、 
(bp—a, TT ), 


当 B<a 时 ， b=arccos( 一 也) 对 应 于 p= 0, 所 BID<GR 


妊 线 过 极点 。 
d. 曲 线 的 有 界 性 


#8 


2 


因为 /cos bl 所 1， 台 饥 方 征 (1，8) 有 1pj<<a + 6， 即 上 屿 
线 是 有 界 的 ， 在 园 p 二 a 二 6 外 没有 蜡 线 上 的 点 。 

es. 曲线 的 变化 情况 

根据 方程 (1，8) 可 知 8 由 0 增 到 xz， 相应 的 Pp 由 (6 + 总 ) 
减少 到 (8 一 a)， 

计算 出 一 些 、8 的 对 应 蓝 ， 列 表 如 下 (以 # 一 G 为 例 )4 


2 
hh 


|0.5a 


| 3x ! 357 

WW ‘ 
| 

0.29oj0.13ai [ty 


0 A 
2a 1.8701.7101.5a| a 
1 4 


祖 据 上 表 ， 在 极 坐 标 乎 面 上 ， 夯 出 以 每 一 对 p 、98 的 什 
为 坐标 的 点 ， 然 后 按照 8 由 小 到 大 的 次 序 ， 用 曲线 将 这 些 点 
连接 起 来 ， 便 得 0 入 8 过 工 范 起 内 的 一 部 份 曲线 。 再 作出 它 
关于 家 轴 对 称 的 图 形 ， 合 起 来 便 是 巴 斯 加 红线 。 

图 59 是 5-< 4 的 岩 线 ， 图 60 是 8 二 a 亦 称 为 心脏 线 ) 
和 6 这 4 的 蜡 释 。 


b=0a 图 680 b>a 
媒 线 也 可 以 根据 其 形成 的 条 件 ， 用 几何 方法 作 图 。 过 家 
点 口 作 任意 直线 与 圆 p 一 Ga cos 4 交 于 点 QQ, 在 直线 OQ 上 取 点 
恒 及 P!、 汪 吕 P 一 DQ+58，QP!= 二 OQ 一 b. 那 么 PP、P’ 就 是 
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旗 线 上 的 两 点 。 不 断 改变 直线 的 方向 ， 可 以 作出 媒 线 上 的 一 


孙 列 的 点 ， 用 曲线 连接 这 些 点 ， eg 


在 机 械 中 ， 如 果 和 需要 将 匀速 


转动 转化 为 直线 方向 的 简 谐 运 
动 ， 慰 么 可 以 利用 轮廓 线 为 暑 线 
P= 二 8G cos 8 十 8 的 牛 轮 来 实现 ， 凸 
轮 旋转 中 心 C 位 于 从 动 杆 中 心 线 
土 ， 从 动 秆 尖端 与 凸轮 这 缘 接 触 
(图 851)。 假 如 凸轮 以 角 速 虚 避 转 
动 ， 导 么 从 动 杆 尖 问 和 4 到 口 的 距 
离 洲 简 谐 运动 规律 p=a cos wt 图 61 
十 0 变化 ， 当 日 一 ef 从 0 增加 到 zx， 对 应 的 bp 由 9 十 5 减 到 
5 一 a; 9 一 wt 由 7 增 到 2x， 对 应 的 Pp 由 6 一 6o 增 到 4a 十 6. 
因而 从 油 本 的 行程 为 26，。 

3., 伯 奴 利 双 纽 线 

在 平面 内 ， 到 两 定点 距离 的 苹 积 等 于 这 两 定点 间距 离 之 
学 的 平方 的 动 点 的 轨迹 称 为 伯 奴 利 (Bernoulli) 双 纽 线 。 两 
定点 称 为 双 纽 线 的 焦点 。 

(1) 求 双 纽 线 的 极 坐标 方程 

记 两 定点 Fi, 下; 的 距离 | 下 1 让 ,= 二 24( 常 数 )。 取 矿 ,下 ;的 
中 点 口 为 极点 ， 射 绕 OF 为 极 铀 0, 准 立 极 华 标 系 (图 62)， 

设 P(p， ) 沪 双 纽 线 上 Pep,9) 
任 一 点 ， 则 由 驱 纽 线 的 定义 
有 

IPF |: |PF,|=a:, 到 
因为 JOF ,|=10F,|=a， 一 所 0 be 

10CP|=0, 沟 62 
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蚌 
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De.] 
“人 


ZROP=0, 
我 们 可 取 9 二 9 一 2nx(n 为 整数 ) 使 一 x<<9。 扎 x， 那么 在 
人 OF ,P 和 人 OF,P 中 ， 
<F:0P=101", 
LFIOP=7#—0,( 当 0 O67A 时 ) 


或 FIOP=r+0,, { 当 一 <oo<sn0 时 ) 
所 以 cos/F2OP=ecosjto|=ceo0s 0 一 cos 0, 
cos /FIOP=cos(r+i0)= ~—cos 0 
一 一 cos 0, 
应 用 余弦 定理 有 : 


1 PR =v IOPJ:+1OFI:-2IOPIIOFilcos ZFOP 
一 pz 十 0 十 246DCcosD ， 


PFs|=v TOP)?+ 1OF2]:-2I0PI1OF;|cossFiOP 


一 APpz 十 02 一 20Dco5l . 


所 以 voita:-F2ap Cos 中 ，wp2++a 一 2ap cosf 
一 G2。 
两 端 平方 得 
(p+a*+2ap cos 8)(p’+a:~2ap cos 0) 
一 G4， 
即 《pp2 十 42)2 一 442D2cos20 一 G?， 
所 以 p+20p2—402p? cos’ 0=0, 
也 就 是 pz2f(p2 一 2a: cos 20)=0, 


* 三 角形 的 内 角 总 是 取 正 值 。 
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或 p=2a? cos 20。 

我 们 可 以 看 到 ， 在 方程 p* 二 2a?* cos 26 中 ， 当 90= 也 时 
有 p 一 0， 所 以 方程 F2 一 242 cos 26 记 包含 极点 p= 二 0 在 内 ， 
凡 此 .p=2a* cos 20。 (1.9) 
就 是 伯 奴 利 双 纽 线 的 极 华 标 方程 。 

(2) 作 双 纽 线 的 图 形 

根据 方程 (1.9) 讨 论 双 纽 线 的 几何 性 质 

a。 山 线 的 周期 性 

由 于 方程 [(~-1)p]2 一 2a2 cos2(0 二 nr)， 当 为 整数 
尘 ， 可 以 化 为 方程 (1.9) 的 形式 ， 所 以 双 纽 线 的 周期 为 xz， 

因而 下 面 有 关 双 纽 线性 质 的 订 论 和 作 加 可 以 在 一 了 sg 
< 地 内 进行 。 

.曲线 的 对 称 性 

要 于 《一 fA)? 一 p? 及 cos 2( 一 上) 二 cos 29， 所 以 如 了 (Lp， 


方程 (1.9》， 由 此 可 见 ， 双 纽 线 关于 和 极 轴 所 在 直线 发 极点 都 
对 称 ， 从 而 双 纽 线 关于 极 垂 线 也 一 定 对 称 . 


下 面 可 以 先 讨论 曲线 在 0 < 0 世子 内 的 情况 . 
根据 方程 (1,.9)， 当 9 =0 时 ，p=wV3 a 0 一 开 时 ， 


PDP 二 0。 所 以 曲线 通过 极 轴 上 的 点 (Ww 2 a， 中 和 极点 OO， 
d.8 的 取舍 范围 及 油 人 线 站 有 界 性 
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在 0 入 鲜于 内 。 根 据 方 程 (1.9) 可 以 求 得 6 所 对 应 的 
实数 值 p。 但 是 在 :< 9 魏 于 内 ， 没 有 实数 值 o 与 6 对 应 。 
因此 基线 在 极 角 0 一 0 和 6 一 工 的 终 边 所 类 的 角 内 部 ， 而 在 


极 蕴 乡 一 二 和 和 一 寺 的 终 边 所 夹 的 角 内 没有 曲线 上 的 点 ， 

又 因为 cos201<1l， 所 以 根据 方程 (1.9) 有 1pl 
ss 2 4, 也 就 是 说 , 双 纽 线 是 有 界 的 , 它 包 含 在 问 p 二 ww 2 a 
二 及 它 的 内 部 ， 而 在 这 个 同 外 没有 双 纽 线 上 的 点 ， 

e. 曲 线 的 变化 情况 

根据 方程 (1，9) 可 以 知道 当 9 由 0 增 大 到 地 时 ， 相 应 的 
|p} 由 we 逐渐 减 小 到 0 。 

计算 出 一 些 p，9 的 对 应 值 ( 0 志 9 安 工 ) 列表 如 下 


在 极 坐 标 平面 上 夯 出 以 这 些 p，、8 的 对 应 值 沈 坐标 的 点 


)、As(a， 宇 )、O(0， 也 ) 币 


Allt.4a, 9)、 A,(1. 3a, 2 


73 


Bi(--1.4a, 0)、Bs (~1.34，- 了 7)、 昌 a( 一 4， 证) 然后 


用 光滑 曲线 顺 次 连接 ， 便 得 到 曲线 在 0 和 6 才子 内 的 图 形 。 
再 由 对 称 性 可 得 到 整个 双 纽 线 的 图 形 (图 63)， 


人 二 


人 本 


:多 33 
双 纽 线 也 可 以 通过 方程 变形 ， 用 几何 方法 作出 它 的 图 


形 . 
册 Pp*=2a? cos 20 | 

可 得 p=2a?{(cos: 0—sin: 0) 

即 D2 一 (2acospb) 一 (ww 2G5Sinag)s 


”图 4 
如 果 在 极 轴 荆 取 点 4， 使 O A 二 vw 2 a (图 64),。 以 O4 
为 直径 作 癌 C， 过 极点 0O 作 任 一 直线 DE， 过 .A4 作 ABIDE， 
站 如 交 较 忆 于 BB， 这 8 为 圆心 ，B 4 为 半径 画 弧 交 DE 于 P 
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(Pp，9) 和 了 人 (一 p，8)， 那 么 P、P' 都 是 双 纽 线 上 的 点 。 
事实 上 ,由 于 OBLAB, ABIDE 所 O383_LDE. 


因而 I10Pl*=|10P’]?=|1B8P|?:~10B]: 
=|ABI*—10Bl: 
~(OA cos 0):— (OA sin0):, 
由 于 [0P|=10P’|=p, 
OA=w 2 a,， 
所 以 p={(v 2 4co0s 0)*~(v 20a singd): 


这 就 表明 P、 呈 ’ 的 坐标 满足 方程 (1，9)， 也 就 是 P、 了 人 是 
双 纽 线 上 的 点 ， 

不 断 改变 直线 号 的 位 置 ， 可 以 得 到 双 纽 线 上 的 一 系列 
的 点 ， 用 光滑 有 曲线 连接 、 便 得 到 双 纽 线 的 图 形 ， 

在 $3 中 ,我 们 讨论 过 的 曲线 p=sin 29 也 是 双 纽 线 .方程 
可 以 变形 为 p?=cos 2(8 一 二)。 这 就 表明 曲线 P* 一 sin 29 
可 以 由 双 纽 线 P* 一 cos 2 经 过 绕 极 点 O 旋 转角 并 后 得 到 。 

到 两 定点 距离 的 乘积 为 定 值 m* 的 动 点 的 轨迹 称 为 路 形 
线 (图 65)， 如果 两 定点 距离 为 24 ， 则 孵 形 线 方程 为 

(x 十 72)2 一 202fX2 y=m a 


双 纽 线 是 卵 形 线 当 雪 一 a 时 的 特例 。 
Y 
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4, 尼 哥 米 德 蚌 线 

从 定点 OQ 引 直线 OQ S 交 
定 直线 1 于 Q， 在 QS 上 取 
乓 PP 使 | PQ|= 58 (和 常数)， 
当 QO 5S 绕 O 旋 转 时 ， 点 呈 的 
送 动 轨迹 称 为 尼 哥 米 德 
(Nicomedes) 昕 线 。 

(1) 求 蚌 线 的 航 华 标 方 
程 ; 

取 0O 为 极点 , 作 OMJ./， 
垂 足 为 村 ， 以 射线 O 硼 为 极 
轴 口 (图 86) 。 

设 P(P，9) 为 曲线 上 
任 一 点 ， 则 

10P| = 100Q1 + 1QPI 
= |OM|sec/ MOQN 


士 1QP |， 


由 | OP = P， 
MOQ=19|， (- 辽 <<9<< 椰 ) 
IPQI=56,， 

并 设 10OMI= 6， 

就 得 到 p=a sec| 0 1+6, 

也 就 是 p=a sec 0+b. 


但 是 P 一 a sec 9 一 6 可 以 变形 为 p 二 一 [asec (0+ x) 
十 by}。 也 就 是 一 p 二 a sec (8 十 x) 十 68， 这 说 明 如 果 (PP，0) 
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证 曲线 P= 二 a sec 98~6 上， 那么 (一 Pp，9 十 zz) 一 定 也 在 由 
线 P= 二 a ses 8+bE, 我 们 知道 ( 2， 9) 与 (一 记 ， G+7) 
是 表示 极 从 标 平 面 上 同一 点 ， 所 以 方程 P= 二 a sec 8 一 b 和 
PP 二 a Sec 0 十 b 表 示 的 是 同一 条 曲线 ， 因 此 方程 可 以 统一 表 
示 为 P=4usec 6 十 D。 《tli0) 
这 就 是 尼 哥 米 德 星 线 的 极 坐 标 方程 。 

《2) 作 圣 线 的 图 形 ; 

根据 方程 (1 ,10)， 研 究 世 线 的 性 质 ， 

a. 山 线 的 周期 性 

因为 方程 (一 1)"p=a sec (0 十 N41) 十 6 当 坟 = 十 2, 土 4， 

… 时 ， 可 以 化 为 (110) 的 形式 ， 所 以 曲线 的 周期 为 2r。 

下 醒 就 在 一 下 共 8 委 基 内 讨论 曲线 的 姓 质 。 

.曲线 的 对 称 性 

从 方程 (1.10) 可 以 署 出 ， 如 果 (P，9) 浇 足 方 程 ， 那 
么 (P， 一 8) 也 一 定 满足 方程 ， 因 而 曲线 关于 极 轴 所 在 直线 
对 称 。 而 曲线 关于 极点 和 授 王 线 却 并 不 对 称 ， 

因而 下 面 可 以 先 在 0 委 六 魏 工 内 进行 讨论 。 

c. 胆 线 与 极 轴 所 在 家 线 的 交点 

由 方 笃 (ti0) 知 ，0 一 0 时 ，P 一 aa 十 Di 4 二 XxX 时 ， 
p 一 总 一 2 。 所 以 曲线 与 汲 轴 所 在 直线 交 于 (ac 十 pb，0) 和 
(bg, XT). 当 5 之 4 有 时， 8 一 arcrcos 一 7 pp 一 .也 
就 是 曲线 过 极点 ， 

d .的 取 值 范围 和 曲线 的 有 界 性 

因为 9 = 地 时 ，sec 0 无 意义 ， 因 而 8 的 取 值 范围 为 


并 


0 <<4<F， 4 所 ,这 时 都 能 得 到 对 应 的 实数 值 P。 只 
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要 8 的 值 与 也 充分 接近 ， 对 应 的 P 的 值 可 以 比 任 何 巴 先 给 定 


的 常数 天 和 还 要 大 。 所 以 曲线 是 无 界 的 。 
e. 曲 线 的 变化 情况 


在 0 蕊 9 之 也 内 ， 当 8 由 0 逐渐 增 大 ， 对 应 的 P 的 值 也 
由 4 + 逐渐 增 大 。6 无 限 地 接近 地 时 ， 由 的 值 可 无 限制 地 
大 ， 当 4 在 5 之 9 芯 内 ， 由 无 限 接近 地 增 大 到 zt 时 对 应 的 


P 的 值 也 由 负 无 限 大 逐渐 增 大 到 5 一 9。 直线 p cos 0 一 4 是 
珊 线 的 浙 近 线 。 PT 


b<e bi>ga 
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我 们 可 以 根据 方程 (1，10) 计 算 曲 线 上 一 些 点 的 极 坐 宗 
上 、 引 的 值 ， 在 航 坐 标 平面 上 作出 对 应 点 ， 再 用 曲线 连接 而 
得 到 蚌 线 ， 

我 们 也 可 以 利用 是 线形 成 的 几何 条 件 来 作 图。 出 极点 O 〇 
引 -一 系列 射线 ， 与 定 直线 上 交 于 点 名 ,在 OQ 及 其 延长 线 上 
了 到 点 呈 、P'， 使 |PQ|=1P'Q|= 6b 。 然 后 分 别 将 这 些 点 
(或 P' 用 曲线 须 次 连接 ， 邮 得 到 尼 哥 米 德 蚌 线 。( 图 也 
是 上 二 a 的 蚌 线 ， 它 在 极点 外 出现 尖 点 . 图 6 是 6 之 0 和 
6 a 的 昨 线 ), 

5,. 四 叶 玫 璃 线 

电子 探 针 隋 光 微 区 分 析 仪 是 一 种 探测 微粒 微量 样品 中 所 
含 化 学 元 素 的 新 型 精密 仪器 。 控 淹 方 法 是 利用 细 电 子 来 射 到 
样品 上 ， 使 样品 注 发 出 匀 射 线 ， 然 后 对 所 得 的 革 射 线 进行 分 
析 。 在 设计 和 制造 电子 探 针 时 ， 遇 到 下 面 的 数学 问题 ， 如 
图 58， 样品 DO 激发 而 的 一 好 
束 失 射线 ， 射 到 分 光 点 
4， 经 应 射 后 到 达 接 站 点 
可。 根据 设计 要 求 ， 激 发 
点 品 的 位 置 是 固定 的 ， 分 
光 息 妇 可 以 在 定 射线 〇 证 


上 移动 ， 接 收 点 计 要 在 通 SN E 
过 口 、 忆 两 点 的 直径 d 一 
500 褒 米 的 动 贺 QO ， 上 . 求 图 68 
接收 点 几 的 运动 轨迹 方程 并 找 绘 其 图 形 . 

(1) 求 曲 线 和 的 方程 ， 

我 们 可 以 把 曲线 看 作 是 有 定 直径 4d 的 动 园 口 | 绕 圆 上 定 
点 口 转动 时 ， 动 图 0O 1 交 定 直线 OE 于 .A4， 在 贺 O 〇 1 上 满足 条 
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件 人 OAO1 一 人 人 OLAM (5 光 的 人 射 角 等 于 反射 角 ) 的 点 朵 运 
动 的 轨迹 ， 
取 O 为 级 点 ， 第 线 OE 为 航 独 OQ 芝 {图 89)， 
设 M(P， 9 ) 为 曲线 
上 任 一 点 ， 
则 OM=p, 
LAOM =16. 
延长 半径 4O: 交加 
于 B, 交 OM 于 C，, 则 


AB=d。 记 
OAB=/BAM 
一 必 ， 
由 于 Oh= 86, 
-~ AL 
所 以 OA=AY, 
因 吐 AMO==/AAOM=9,， 
又 OC=CM, ACLOM, 
所 以 多 十 6 一 地， 


连 刀 好， 那么 有 
ABM=/AAOM=0, 
在 直角 三 角形 4CM 和 中， 
CM= AM cos 0 
在 直角 三 角形 4 BM 中， 
AM= .AB sin 8, 
所 以 OW =2CM=2AM cosd 
—2.4B sin coso 
=d Sin 20 
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部 p=d sin 20 (1.11) 


这 就 是 接收 点 好 的 轨迹 的 极 坐 标 方程 。 

《2) 根据 方程 (1,11) 来 研究 曲线 的 人 性质; 

4, 曲线 的 周期 性 

因为 方程 (一 1)*p=d sin 2(0 十 fx) 当 因 一 土 2， 士 4 

时， 可 做 为 (1,11) 的 形式 ， 所 以 曲线 的 周期 为 2 。 

下 面 只 要 在 一 < 之 0 太 X 内 讨论 曲线 的 人 性质 就 可 深 了 ，。 

6, 曲 线 的 对 称 性 

不 难看 出 ， 如 果 (P，#8 ) 满足 方程 (1.11)， 虽 然 (P， 
一 6) 及 (一 DP，# ) 不 满足 方程 (1.11), 但 (一 pt 一 09) 及 
Cp， 十 8) 却 满足 方程 (1,.11)， 所 以 曲线 关于 极 轴 所 在 直 


因而 下 面具 需 先 在 0 和 9 世子 内 讨论 曲线 的 其 余人 性 质 ， 


c, 曲 线 与 极 轴 的 交点 
由 方程 (1,11) 可 知 ， 当 0 = 0 时 ，P 一 0， 当 4 一 也 
时 ，Pp 二 0。 所 以 曲线 过 极点 OQ， 它 与 极 轴 无 其 它 交点 ， 
d, 9 的 取 值 范围 与 曲线 的 有 界 性 
在 方程 (1,11) 中 ， 如 时 9 取 实 数 信 ， 那 么 ， 总 有 实数 
值 p 与 它 对 应 。 
因为 jsin 20} 志 1 所 以 
Il=alsin20j 太 da 
即 曲 线 为 有 界 的 ， 它 包含 在 圆 P = d 上 和 内 部 ， 圆 外 没有 曲 
线 上 的 点 。 
e. 曲 线 的 变化 情况 ， 列 表 如 下 ; 
81 


0 10.5& 10.87g | dad |e. 


p= dsin20 


根据 上 表 ， 在 极 坐标 平 近 上 找 出 各 对 应 点 的 位 置 ， 用 光 
滑 闭 线 顺 次 连接 便 得 
0< 9 安村 内 的 图 形 ， 


再 由 曲线 的 对 称 性 ， 
便 可 得 到 整个 曲线 
(图 7T0) 这 就 是 $3 中 讨 
论 过 的 四 时 玫瑰 线 . 


\ 
| 
| 
! 


aa 


根据 方程 (1.11)， 当 9 在 <9<# 或 53 <9<2r 
的 范围 内 取 值 时 ， 对 应 的 2 为 负 值 ， 这 时 点 好 的 位 置 分 别 在 
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曲线 OCDO 或 OGHO 上 。 因 此 当 6 由 0 变 到 27x 的 过 程 
中 ， 曲 线 上 的 点 所 经 过 的 路 线 为 图 869 中 O ABOCDOEF 
OGHO. 

四 叶 玫 瑰 线 应 用 在 电子 探 针 中 ， 四 于 0 是 等 腰 三 角形 
401 的 底 角 ， 所 以 打点 的 轨迹 是 P=dsin29 在 0 委 0 


科 本 内 的 那 一 部 分 曲线 。 


§6 两 曲线 的 交点 
我 们 先 看 两 个 例子 。 
例 1 求 直线 9 一 坟 与 加 
p = 1 的 交点 。 


解 8 方程 组 人 
6 
的 解 作为 极 储 标 的 点 是 4(1， 王 )。 周 交 
但 大 家 知道 ， 直 线 8 二 所 与 贺 P 二 1 的 交点 , 除 点 A 外 ， 
还 有 B(1， 了 王 )( 图 11)、 
这 是 因为 直线 9 二 也 的 方程 也 可 以 表示 为 0 一 了 天-， 它 


与 贺 P = 1 的 另 一 交点 如 就 是 方程 组 
p=1 


401s 


的 解 ， 这 一 组 解 我 们 不 能 从 两 曲线 原来 的 方程 中 求 得 。 
当然 的 坐标 也 可 由 图 P 二 1 的 男 一 形式 的 方程 2 = 一 
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与 直线 一 刁 联 立 解 得 ， 即 (一 1!， 卫 )， 它 与 (1，- 下) 表示 


的 是 同一 点 。 
例 2 求 两 加 P= 二 sin 6，P= 二 cos 98 的 交点 。 
解 ” 首先 解 方程 


人 (1) 

P=cost” (2) 
由 式 (1)、(2) 消 去 PP， 得 sin 6 二 cos 9， 

有 即 tg 0 =1i, 

所 以 0 一 本 十 nT S 


.以 此 代入 式 (1)， 得 
P=sint +nr)=sin (T+2hn) 


2 
2 ? 


sin 本 一 一 28) 
或 一 sin( 本 十 47) 一 5 和 (了 十 (2 十 1) 


5 二 《7 一 28 十 1) 


== S1n 


所 以 得 到 两 四 的 交点 坐标 为 (和 2， 字 +2hx) 和 (之 ， 


v2 
2 入 


本 十 (2 有 十 1 x)。 它们 可 以 统一 表示 为 ( (一 1)” 


开 

二 
. = M2 Tm 

+nxr), 四 而 这 些 坐标 都 表示 同一 所 4 ， 本 儿 图 72)。 

以 2 T 


2 4) 


显然 ， 两 加 的 交点 除 A 


S14 


由 于 吃 点 怠 的 极 知 
是 不 确定 的 ， 所 尺 坐 标 
(0，98)(《9 为 任何 实 
数值 ) 都 表示 极点 。 这 
个 例子 中 极点 口 的 从 标 
(0，9) 满 足 式 (1), 但 
不 满足 式 (2);， 了 豚 极 点 


= 丈 
0 的 另 一 坐标 ( 0， 也 eg 


满足 式 (2)， 却 不 满足 式 (1)。 所 以 极点 已 是 两 较 的 交点 ， 但 
它 却 无 法 从 解 方程 组 (1)、(2) 求 得 。 

一 般 坦 ， 由 于 极 堂 标 平 西 上 每 一 点 的 坐标 有 无 限 多 对 ， 
因此 曲线 上 每 一 点 的 无 限 多 对 极 坐 标 中 ， 至 少 有 一 对 能 满足 
明 线 克 极 坐标 方程 ， 但 这 一 点 的 所 有 极 坐 标 不 一 定 都 满足 曲 
线 的 被 坐标 方程 。 所 以 当 给 定 两 曲线 的 极 坐标 方程 ， 求 它们 
的 交点 时 ， 可 能 会 出 现 方 程 组 的 公共 解 不 能 完全 表示 出 它们 
的 交点 。 即 公共 解 可 能 只 是 两 曲线 的 一 部 分 交点 的 坐标 ， 而 
不 是 全 部 交点 的 华 标 。 这 和 在 直角 坐标 系 中 求 两 曲线 交点 的 
情况 有 所 不 同 。 那 么 怎样 才能 求 出 由 极 坐 标 方程 表示 的 两 昌 
线 的 全 部 交点 泥 ? 

如 果 两 曲线 2 = 二 J 了 (8)，p 二 ff.(8 ) 中 每 一 曲线 都 可 由 
方程 中 取 P 之 0 (或 同时 取 A 志 0 ) 而 得 到 ， 那 么 此 方程 组 的 
公共 解 的 全 体 就 是 两 曲线 的 全 部 交点 的 坐标 ， 

例 3 求 两 加 二 4 sin 8 与 p = 2 的 交点 。 

解 二 为 加 PP 一 4 sin 6 当 P 字 0，0 志 8 过 7 时 ， 就 
得 到 整个 曲线 。 

同村， 图 2 一 2 无 论 8 为 何 值 也 有 P>>0。 
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所 以 可 以 通过 解 方程 组 


求 出 两 此 线 的 全 部 交点 ， 


以 式 (2) 代 入 式 (1), 得 4sing 一 2。 所 以 sin 9 一 池 ， 


于 是 9 一 百 十 2m7 【天 为 整数 ) 
或 0 一 和 十 2mm。 ( 1 为 整数 ) 


所 以 两 加 交点 为 (2， 工 十 2nz) 和 (2， SE +2nn), 也 


就 是 4(2， 吾 ) 和 昌 ( 2，S5E ) 两 点 ( 图 73)。 


如 果 两 曲线 P =f 1( 8 )， 
Pp 二 f。( 8 ) 不 能 由 方程 中 同 
时 取 P 之 0 (或 P 夺 0) 得 到 ， 
那么 以 方程 组 公共 解 为 坐标 的 
点 数 一 般 要 少 于 两 曲线 的 交点 
数 。 当 其 中 一 条 曲线 极 坐标 方 
程 有 种 种 不 同形 式 时 ， 应 该 考 本 : 
培 到 以 这 曲线 的 各 种 形式 的 极 图 ?4 
坐标 方程 与 男 一 曲线 的 方程 分 别 建立 方程 组 ， 这 些 方程 组 的 
解 的 全 体 都 是 两 曲线 的 交点 的 坐标 。 至 于 极点 是 不 是 两 部 线 
的 交点 ， 应 该 另行 检验 2 二 0 是 否 都 能 满足 两 曲线 的 方程 而 
定 。 我 们 可 以 借助 曲线 图 形 ， 判 断 两 曲线 的 交点 是 否 已 经 : 
部 得 到 , 

B86 


| 2 re | J, ~ 
3 » a i 此 宛 尼 
例 4 求 气 掀 线 O 一 ep 与 雪线 二 Se 4 交点 。 


解 ER 0<8 


所 2 二 得 到 。 而 直线 0 二 子 的 图 形 则 必须 册 Pp 之 0 及 P< 
才能 得 到 。 


p= (C1) 
eos? 
先 广 各 | 
0 = 了 (2) 
将 式 (2) 民 入 式 {1)、 央 得 
a 人 
、 M2 
i—cos 了 i 
.EN Par 
2 一 A/ 2 3 


所 以 ， 两 明 线 的 一 个 交点 为 PC2(2+ M3)， 子 )。 但 中 


两 曲 线 的 男 一 个 交点 忆 的 坐标 (图 74)， 我 们 无 法 从 上 面 的 方 
程 组 中 求 得 ， 

为 了 求 出 两 曲线 的 另 一 
灾 点 氏 的 坐标 ， 我 们 可 以 再 
用 抛物 线 2 = 一人 的 
人 方程 O = 
-与 直线 方程 


和 6 
6 一 于 联 立 ， 解 出 


图 74 
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那么 便 得 两 曲线 的 另 一 交点 @Q (一 2(2 一 W 3)， 二) 


点 的 坐标 也 可 由 直线 9 一 工 的 另 一 形式 方程 

一 一 与 抛物 线 方 一 一 六 a- 联 立 解 得 。 这 时 得 到 

点 @ 的 坐标 是 [2(02 一 M3) J]， 显 然 它 和 [一 2(2 一 人 2 )， 
于 ) 表示 的 足 同一 点 。 


四 一 PA b= 下 局 PS 2 1 人 
因为 极点 P=0 不 满足 方程 Pp 一 了 一 <657 所 记 极 点 
不 是 贰 曲线 约 交 点 。 


求 1 
例 5 求 蜡 线 P = 二 2 cos 4+1 与 抛物 线 P = i 
的 交点 。 
解 ” 先 解 方程 组 
ee (1) 
PT TTcosg (2) 


由 式 (1) 可 得 Cos = 全 二， 


所 以 1 十 cos 0 一 一 了。 
和 从 ee 
将 它 代 入 式 (2) 和 pp 万 十 T， 
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也 就 是 te tt A 


于 是 (CO 二 2 一 1) 一 0， 

所 以 得 P= 一 2 及 0b 二 1， 
由 于 ~i1i<cos O01, 

所以 ~1<2cos0+ 1 过 3， 

也 就 是 一 1T 委 C 福 3， 


出 此 可 见 ，P 二 2 为 增 根 。 

以 二 1 代入 式 (1) 得 。 cosg 一 0， 所 以 8 一 本 十 pr 
( 旦 为 葡 数 )， 因 而 漆 曲 线 的 交点 为 1， 十 nx)， 也 就 是 

be Fr 

Atli, 3)» BU, sd 

务 外 的 两 个 交点 C、 
DD( 图 75) 的 坐标 可 由 蜡 线 
P= 二 2 cos 8 二 +1 与 抛物 线 


ee 1 员 _ 形 


1—cost 
联 立 和 解 得 
. P=2¢os < 1 (3) 
0 ‘9 
由 Rds 
所 以 li-cos0 ~ et. 
将 它 代 入 式 (4) 得 po 2 
3—p’ 
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也 就 是 Da 一 3D 一 2 一 0 。 


所 以 得 POI3.66 及 PO 一 0.56, 
前 已 推 得 一 1 基 P 过 3， 因 此 P= 二 3.56 为 增 根 、 


以 P= 二 一 0.56 代 入 式 (3) 得 ”cos 6 二 一 0.78， 所 以 
0 = 二 土 (180° 一 38°457) 
二 土 141°157 
心 十 0.785 xr (弧度 )。 
因而 嵌 线 与 搜 物 线 的 另外 两 个 交点 为 C ( 一 0.56， 
0.785 x ),.D(-0.56，~0.785x), 或 写成 C(0.56，0.215x)》、 
DN.56, ~—0.215 7 )。 
当然 C、 了 两 点 的 坐标 ， 同 样 世 可 以 由 蜡 线 Pp 二 2 co s0 


十 1 的 另 一 形式 的 方程 p 一 2 cos 9 一 1 与 抛物 线 p 一 -二 也 
联 立 解 得 
杂 为 P = 0 不 满足 方程 ， 所 以 极点 不 是 曲线 的 交点 ， 


习 题 五 


求 下 刚 各 曲线 交点 的 人 举 标 ， 并 作 图 ， 
1. p=4 sin, p=2) 


[3 


oe 
“P= 3-cod’ AP- 名 
。D=4cosg，pcosf= 4 
,P=—{l1+c0s0), p=1i+cosbh, 


SY 


.p= Sin 20, p=v 2 sin 0, 
6,. P=2+00Ss 8, 4D(1 ~ cos 8) =9. 
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二 、 参数 方程 
§ 7 ”上 曲线 的 参数 方程 


我 们 知道 ， 让 平面 上 建立 了 直角 坐标 系 ( 或 极 坐 标 系 ) 
后 ， 平 面 上 的 曲线 可 以 用 邮 线 上 点 的 坐标 %、y (或 P、0) 
所 满足 的 方程 ECX，3) 一 0( 或 CD，0) 一 0) 来 表示 ， 
从 而 可 以 用 代数 分 析 的 方法 研究 几何 图 形 的 性 质 。 但 是 在 解 
决 实际 问题 过 程 中 ， 曲 线 上 点 的 运动 规律 人 性， 往往 并 不 是 直 
接 反 觅 为 、y(〔 或 C、0 ) 之 间 的 相互 关系 ， 或 者 是 这 种 
关系 表示 起 来 比较 复杂 ; 而 通过 另 一 个 辅助 变量 ， 间 接地 建 
立 %X、《( 或 Pp、98 ) 的 关系 却 丝 较 方 便 。 例 如 曲线 作为 动 
点 运动 的 轨迹 ， 它 的 物理 疙 义 是 反映 点 的 位 置 随时 间 变 化 的 
规律 ， 这 个 规律 常常 可 以 用 点 的 坐标 X、y (或 P、98 ) 分 
别 同 时 间 上 的 依 束 关系 来 刻画 。 我 们 看 下 面 的 一 个 例子 : 

例 求 起 弹 的 弹道 
曲线 方程 。 

解 ”在 弹道 所 在 平 
面 上 建立 直角 坐标 系 ， 
志 炮 位 〇 为 原点 ， 朝 目 
标的 水 平方 向 为 O 久 轴 
《图 76)。 图 ?76 

设 移 简 仰 角 为 we ;炮弹 初 这 度 为 广 o( 米 / 秒 )。 则 在 OX 
轴 方 向 和 OY 各 方向 的 初始 分 速度 分 别 为 修 , cosa 和 和 
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Vo sin a, 

炮弹 在 飞行 过 程 中 ， 水 平分 速度 保持 不 蛮 ( 不 计 空 气 阻 
力 ), 但 在 垂直 方向 却 还 得 到 一 个 重力 加 速 怠 9 (9.8 米 / 秒 ?)。 
由 力学 中 关于 匀速 运动 和 多加 速 运 动 的 位 移 公式 可 以 知道 ， 
如 果 以 发 炮 了 时 作为 计算 时 间 的 起 点 ， 那 么 当时 刻 t( 秒 ) 时 炮 
弹 在 水 平方 向 和 重 直 方向 的 联 移 量 分 别 为 ， 

X=Vo, tecoaosa 
?一斑 of sin C 一 去 gf (0 生发 岂 0) 

(yo、a、9 部 是 常数 ，5 是 息 弹 由 发 射 到 深 地 所 经 过 的 时 
闻 )， 

对 于 辅助 变量 于 在 0< 委 上 寺 委 8 内 的 每 一 个 值 ,方程 组 (1 
便 给 出 了 炮弹 当时 所 在 位 置 的 坐标 ， 也 就 是 确定 了 炮弹 弹道 
则 线 上 租 应 的 一 点 了 的 位 置 ， 倒 过 来 ， 对 于 弹道 曲线 上 任 一 
点 也 的 坐标 ( x*，y ) 都 可 以 从 0 委 上 委 8 中 取 某 一 个 的 
入 ， 通 过 方程 组 (1) 而 得 到 。 当 上 在 0 雪上 魏 口 中 连续 变化 
时 ， 点 己 也 随 某 连 续 变 动 ,由 方程 组 (1 就 可 以 画 出 整个 弹道 
则 线 。 由 此 方程 组 (1) 可 以 署 作 是 炮弹 弹道 曲线 的 方程 。 

下 面 我 们 就 来 研究 这 类 通过 辅助 变量 表示 的 曲线 方程 
一 一 曲线 的 参数 方程 。 

一 般 地 ， 设 平面 上 有 一 曲线 C， 又 取 定 了 一 个 直角 尝 标 
系 ， 并 设 点 的 坐标 4。、 y 可 以 分 别 表 示 为 男 一 变量 上 的 单 值 
画 数 。 

(a<1<b) (2) 

如 果 

(1) 对 于 上 的 每 一 个 值 ( ce 委 上 < 委 5)， 通 过 式 (3) 所 确 
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定 的 点 ( *，y ) 都 在 曲线 CC 上; 
(2) 对 曲线 C 上 的 任 一 点 的 坐标 ( %*。，y。) 都 可 由 # 
的 某 一 个 秆 10o( a 二 t。 攻 5) 通过 式 (2) 得 到 ， 也 就 是 
{ 多 0 一 i( ft 0) 
> o 一 几 Cr o) 
那么 式 (2) 称 为 曲线 C 的 参数 方程 ，+ 称 为 参 变 数 ， 简 称 参 
数 。 曲 线 C 称 为 参数 方程 (2) 的 图 形 。 
类 似 地 ， 设 平面 上 有 一 出 线 C， 又 取 定 了 一 个 极 上 坐标 
系 。 并 设 点 的 极 坐标 ( P、9 ) 可 以 分 别 用 参数 上 来 者 示 
(a (3) 
如 果 
(1) 对 于 上 的 每 一 个 值 ( ec 委 < 委 甩 )， 通 过 式 (3) 所 殉 
定 的 点 ( P，.0 ) 都 在 曲线 C 上 ， 
(2) 对 曲线 C 上 的 伍 一 点 的 坐标 ( P，4 ) 都 可 由 + 的 
某 一 个 值 ( < 妇 三 8 ) 通过 式 (3) 得 到 ， 
那么 方程 (3) 便 是 由 线 在 极 坐 标 条 中 的 参数 方程 。 
例如 在 $5 中 推导 阿 基 米 德 螺 线 极 坐 标 方程 的 过 程 中 ， 曾 
经 过 到 过 P、 9 分别 与 时 间 + 的 关系 式 


站 一 2 
Cg 0 
(>，、 冲 为 常 光 )， 这 就 是 阿 基 米 德 螺 线 在 宜 坐 标 系 中 以 直 为 


参数 的 参数 方程 。 

当然 ， 参数 方程 中 的 参数 ， 并 不 一 定 表示 时 间 ， 它 也 可 
以 淡 示 其 它 具 有 物理 意义 或 几何 意义 的 量 ， 如 人 角度、 长 庆 
等 。 册 于 参数 选择 的 不 同 ， 同 一 曲线 可 以 有 种 种 不 同形 式 的 
参数 方程 。 至 于 参数 的 符号 除 用 字母 上 表示 外 ， 也 可 以 用 其 
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它 字母 (如 0、a、$ 等 ) 表示 。 

为 讨论 方便 起 见 ， 我 们 将 与 参数 方程 相对 应 的 直接 给 
nn eb ee 
二 0 ) 称 为 曲线 的 普通 方程。 

以 后 可 以 看 到 ， 如 果 曲 线 采 用 参数 方程 表示 ， 不 但 有 勒 
于 研究 一 些 不 易 用 普通 方程 表示 的 曲线 或 普通 方程 形式 比较 
复杂 的 曲线 ， 并 且 对 于 某 些 曲线 来 说 ， 方 程 采用 参数 方程 形 
式 可 以 更 明显 地 反 里 出 曲线 的 物理 意义 和 几何 特性 ， 为 应 用 
解 标 几何 知识 解决 实际 同 题 提供 了 有 力 工 其 ， 


$ 8 ”参数 方程 和 普通 方程 的 关系 


参数 方程 是 通过 参数 来 闻 六 表示 晶 线 于 点 的 坐标 x%*、 
(或 PP、9 ) 之 泣 的 关系 ， 而 普 沸 访 程 是 直接 给 0 
坐标 之 闻 的 关系 。 这 两 种 方程 在 一 定 条 件 下 可 以 互相 转 化: 
一 方面 对 于 给 出 曲线 的 参数 方程 ， 恕 果 能 从 方程 中 消去 参 
数 ， 那 就 可 以 得 到 曲线 的 普通 方程 ， 男 一 方面 ， 对 于 给 出 的 
曲线 的 普通 方程 ， 往 往 可 以 选择 适当 的 参数 ， 将 它 化 为 参数 
方程 。 下 面 举例 说 明 这 两 种 方程 的 转化 情况 。 

1。 化 曲线 的 参数 方程 为 普通 方程 

例 1 化 弹道 曲线 的 参数 方程 

X=V, tcosa 
《 2 
y=Vo t sing — 591 (2) 
为 普通 方程 ， 
解 ” 由 式 (1) 解 出 f ee 代入 式 (2) 得 


0 CoDS 性 


DE 


1 XxX” 


Gy 。 性 
re Sl 并 -一 一 一 一 一 -一 一 - 革 一 一 一 一 一 
> 只 三 。 COS 民 2 I9F 0s’ 


即 y= a ora ttga, 
《其 中 玉 ,、Qa、49 均 为 常数 )， 这 就 是 弹道 曲线 的 普通 方程 ， 
由 此 可 见 弹道 曲线 是 志 物 线 的 一 段 ， 
例 2 化 参数 方程 
ee IE F<$ < 


y=4+3tggy BT Gan 
为 普通 方程 。 
解 ” 将 参数 方程 改写 为 
2 了 5 ~secyg 
» 
-ma 
和 tgg 

两 端 分 别 平方 得 人 a 


岂 三 角 僵 等 式 。 sec*$ 一 tg*$ 一 1， 上述 两 式 相 减 便 


可 消去 参数 $ 数 得 《和 中 一 一 《2 一) 一 一 1， 


这 是 中 心 在 (5，4)，。 实 兴 轴 为 2 (在 直线 y 二 4 上 )， 不 
半 轴 为 3( 在 直线 x 一 5 上 ) 的 双 曲 线 的 普通 方程 。 参 数 方程 
{ X= +2secg 
了? 一 生 十 StE 中 
所 表示 的 曲线 也 就 是 这 个 双 曲 线 (图 T7T)。 
例 工 中 江 去 参数 的 方法 是 代入 消去 法 ， 即 中 参数 方程 中 


95 


的 -个 方程 x= 二 (了 f) 求 
解 得 + = 了 1(%)( 世 可 以 
由 y= 二 上 (四 ) 求解 得 t = 
四 1:(y))。 代 入 另 一 个 方 
程 ， 这 样 就 消去 了 人 参数 
f ， 得 到 曲线 的 普通 方程 
F(xw，y) 一 0。 例 2 是 


利用 三 角 恒 等 式 消去 参数 
的 。 凡 遇 到 参数 方程 是 由 图 77 


参数 的 二 角 函 数 表 示 了 时 ， 可 以 考虑 是 否 能 应 用 同 角 的 三 角 函 
数 之 间 的 关系 来 消去 参数 ， 得 到 曲线 的 普通 方程 。 

但 是 ， 在 参数 方程 中 消去 参数 往往 会 退 到 团 难 ， 并 且 有 
些 曲 线 的 参 > 数 方 程 形式 比较 简单 ， 订 化 为 兽 通 方程 形式 却 很 
复杂 ， 那 么 我 位 可 以 直接 根据 参数 方程 来 研究 曲线 的 性 质 。 

由 参数 方程 消去 参数 位 为 曲线 的 普通 方程 过 程 中 ， 还 应 
该 注意 方程 的 同 解 性 是 否 被 破坏 。 常 常 由 于 参数 方程 受 参 数 
取 值 范围 的 限制 ， 有 时 只 表示 曲线 的 某 一 部 分 ， 而 在 消去 参 
数 后 ， 得 到 的 普通 方程 则 可 能 表示 曲线 的 整体 。 这 样 ， 普 通 
方程 与 原来 的 参数 方程 表示 的 昌 线 就 未 完全 相同 了 。 我 们 奢 


下 面 的 例子 。 
例 3 化 参数 方 汉 
2a 
| ”+ (1) 
《as 天 0 -co<t< 十 co) 
_ 20f 
了 一 了 下 7 《2) 
为 普通 方程 
解 ” 由 参数 方程 的 式 (2) 除 以 式 (1) 得 之 = *; 以 比 代入 


x 


参数 方程 (1) 《2 的 任 一 式 ， 便 可 消去 参数 上。 如 代入 式 
《1) 便 得 
2 0 
二 一 一 一 一 一 一 
1+(2) 

整理 得 x%* 十 yy? 一 2ax 
即 (x—4) :+ y=a? 

这 是 以 (ee，0 ) 为 中 
心 ， 半 径 为 上 的 图 的 普通 
方程 (图 78)。 原 点 在 这 个 
同上 ， 但 原来 的 参数 方程 图 78 
中 显然 x 三 0 ， 即 原点 不 在 参数 方程 所 表示 的 曲线 上 。 也 就 
是 参数 方程 


2 9 


1 
Cr 
”了 
表示 的 和 项 线 是 图 (YY 一 a)?* 十 yy? 二 4@ “除去 原点 。 
?2. 化 曲线 的 普通 方程 为 参数 方程 


化 曲线 的 普通 方程 F(x， ) 一 0 为 参数 方程 的 一 般 方 
法 是 先 令 YY 二 (+)( + 为 参数 )， 然 后 将 它 代 入 曲线 的 普通 
方程 得 (f(t+)，y)= 0， 并 由 此 解 得 y = $( #)， 


那么 人 
了 一 出 人 ) 
便 是 曲线 的 参数 方程 。 


当然 ， 也 可 以 先 令 y 二 $( + )， 然 后 代入 曲线 的 普通 方 
程 得 (xX，$( +t))=0， 并 由 此 解 得 x 一 f( + )， 从 而 得 
到 曲线 的 参数 方程， 
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例 4 求 直线 的 参数 方 y 
程 。 

解 ” 设 直 线 经 过 点 到 。 
(xo ,Yo), 它 的 候 集 为 a (图 
?9)， 则 直线 的 普 逐 方程 为 

4 一 go 一 tgC(X 一 %o)， 
即 -一 yo 光一 区 9 


sing COSe 
冰 果 屋 上 述 比值 六 了 ， 到 79 
并 以 了 为 参数 ， 那 么 有 ; 
_ 人 0 
Cosg 
2 
Be 全 2 0 一 - 
Sin cw 


斌 
过 
站 


X 一 tcos 之 十 X 


人 rc (2D 


这 是 经 过 点 ol，，w ov) 且 贷 角 为 的 直线 的 参数 方程 。 
由 图 7T9 可 见 若 P(X，y ) 为 直线 上 任 一 点 ， 那 么 就 有 


COSa 这 一 

PP 

区 可 ~ Tx 
也 就 是 说 PoP= SP 


因 调 PoP== 1+， 当 + 之 0 时 ， 户 在 Po 的 上 例 ; 二 < 有 8 时， 
卫 在 ,的 下 侧 . 这 就 是 直线 的 这 一 禾 数 方程 中 参数 t+ 的 几何 
意义 。 当 t+ 取 一 切实 数 信 时 ， 便 得 到 直线 上 的 所 有 点 ， 所 以 
参数 诗 的 取信 范围 为 一 ce 所 所 十 co。 


如 果 直线 的 射 率 为 了， 又 经 过 点 ( % 。。 2》 9)， 那 么 直线 
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由 


a b “ 
设 上 上 式 的 比值 为 上 ， 即 
如 © 


We pa 1 人 十 20) (2,.1a) 


这 也 是 直线 的 参数 方程 ， 不 过 这 旦 的 参数 t 就 并 不 具有 上 述 


几何 意义 了 。 
例 5 化 普通 方程 
让 y? 
0 T=1 (a>0, 56>0) 
为 参数 方程 。 


解 设 x=acosb(b 为 参数 )， 代 入 原 方程 得 


Bd 


GT bz 
E24 
所 以 -Fr =1-cos* 9, 
即 2? 一 52 sin: 9， 
所 以 y=+b sing., 
X=Gceos0t 
由 于 ee 
a =acos (27—0) 
可 以 变形 为 Ts 
和 X=0c0os0 到 
也 就 是 方 寻 《 sing 对 应 于 参数 9 的 x，y 的 信 
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『% 一 Cos 有 


可 以 由 方程 


参 ; 一 8 得 组 

re 中 参数 值 取 2 x 一 94 得到， 
因而 ee sxX=acoso 
Se 


表示 相 辣 的 曲线 ， 且 6 在 0 二 9 过 2 7 内 取信 ， 便 可 得 到 柱 
圆 上 所 有 的 点 。 因 此 


X=acose 
LD 


4 (O027) (2.2) 
y=bsing 
就 是 椭 贺 的 参数 方程 。 

下 面 我 们 给 出 籽 圆 参数 方程 (2.2) 中 参数 9 的 一 种 几何 


意义 ; 区 


图 80 
以 原点 口 为 画 心 ， 分 别 以 6 ，e 为 半径 作 国 ， 从 口 作 射 
线 分 别 交 两 圆 于 4、 了 如 (图 80)， 作 4Q LOX,，BC.LOX， 
@@、C 为 稍 足 。 作 了 已 AJO 和 ， 了 辣 与 4Q 交 于 局 、 记 一 XGO4 
必 一 已 包 一 口 4cosf 
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—acoso, 
—QP=CBB---0O Bsing 
— bsing., 
也 就 是 点 吕 的 上 华 标 为 《a cos98，6sin 8)。 由 焉 可 见 ， 点 P 
必 在 髓 团 《“ 一， 上。 我 们 称 角 0 为 梢 加 上 点 忆 
y=b sing 
航 窗 心 角 (特别 注意 : 9 不 能 误 认 为 是 .OP 与 OX 的 夹 角 1)， 
当 9 在 0 < 4 < 不 内 变化 ， 便 可 得 到 整个 椭 回 ，68 寿 
这 范围 以 外 变化 ， 曲 线 量 复出 现 。 
按照 上 人 述 点 卫 的 作法 ， 我 们 如 果 不 断 改变 射线 O 4 的 位 
置 ， 也 就 是 取 涉 问 的 角 9， 那 么 就 可 以 得 到 椭圆 上 的 一 系列 
的 点 。 把 这 些 点 用 光滑 则 淡 连 接 ， 就 可 以 得 到 椭 珊 的 图 形 ， 
妇 时 在 搓 圆 的 赣 通 方程 


了 
2 一 
中 ， 人 那么 可 得 
-et 
g” 的 
2 
由 此 解答 x = 0， i, Ws 可 由 
这 全 i 中 取 上 一 和 得 于， 所 以 上 面 方程 的 解 为 
2a°bt 
ST 07+-a2f2 * 因而 
y=tx+bh 
=—— 5 +b 
_ blb?*~a?i2) 
best 中 


所 议 


二 
已 十 可 2 

b(b?— a212) -co<f< 十 co) 
eT 


也 是 柑 圆 的 参数 方程 ， 但 这 里 摔 参 数 + 就 不 象 前 面 的 参数 8 
那样 具有 了 明显 的 几何 章光 了 。 
中 此 可 见 ， 惠 于 参数 选择 的 不 同 ， 世 就 是 选取 的 关系 式 
%* 二 了 (ft)( 或 y= 二 $8(f)) 本 以 各 不 相同 ， 同 一 条 曲线 的 参 
数 方 程 可 以 有 各 种 不 周 的 形式 ， 通 常 我 们 可 选择 物理 意义 或 
几何 解 靶 比较 明确 或 使 明 线 的 参数 方程 形式 较为 简单 的 一 种 
ld 
普通 方程 化 为 参数 方程 的 过 程 中 ， 也 要 广 痊 方程 的 局 
解 性 是 吾 补 起 未 。 有 时 参数 方程 所 表示 的 曲线 同 普通 方程 
表示 的 曲线 并 不 一 致 
例如 ， 将 普通 方程 %* y = 1 化 为 参数 方程 
《 xX=sing 
y=csc0 
人 
四， 区 、 少 都 可 以 取 伍 
意 的 非 零 实数 值 。 
因而 参数 方程 
Xsinf 


所 表示 的 曲线 ， 只 是 双 
曲线 xy=1 在 区 域 0< 
1x ji 和 1 内 的 一 部 分 
(于 8 中 实 线 部 分 ) 
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习 题 六 
1. 把 下 列 参数 方程 化 为 普通 方程 < + 为 参数 )， 


x= 2pt2 
1 4 3 Rs 
《1) wap (- w+m) 


w=acsci 
(2) { ;， (0<t<r, rit<2n) 
y=bctet 
= Cosi+? 
(3) 他 
Y= 9 Siti1i—3 
= 此 一 3 二 
(4) 全 ! 


» {Ct oT) 


， (- <ti+m) 


y=#-1 
x= cos:+ 
(5) 《 0an) 
3= Sint 
(6) 人 。 (oa<tC+om) 
y=t+b 
2. 把 下 列 各 普通 方程 化 为 参数 方程 ， 
(1) y= kr%+b, (y=ix) 
(2) xY = G2。 (x=atg¢g} 
{3) y=4x?—5x:, (y= tx) 
《4) y’: C2g— Xx) = x%?, (y= tx) 
(5) x ty = a (x=gcosts) 
(6) dx t+ 42 -16x+12=0., (y=2c0sg) 


$9 参数 方程 的 作 图 


关于 曲线 的 参数 方程 ， 主 要 也 是 讨论 两 类 问题 : 
(1) 根据 参数 方程 讨论 曲线 的 有 关 性 质 并 作 图 ， 
(2) 由 曲线 形成 的 条 件 ， 求 曲线 的 参数 方程 。 
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这 一 节 先 讨论 前 一 类 问题 ， 即 由 参数 方程 讨论 曲线 的 性 质 及 
作 图 ， 
作 参 数 方程 的 图 形 和 先 注 通 方 程 的 图 形 类 似 ， 可 以 采用 
描 点 法 。 就 是 先 在 参数 可 取 值 范围 内 取 一 系列 的 值 。 根据 参 
数 方程 求 出 对 应 点 的 坐标 X、»》( 或 P、98 ) 的 信 ， 然 后 在 
华 标 平面 上 ， 找 出 以 这 些 有 序 实数 对 为 坐标 的 点 的 位 置 ， 最 
后 用 光滑 曲线 将 这 些 点 疾 次 连接 ， 便 得 参数 方程 的 图形 ， 
为 了 对 方程 的 图 形 有 一 个 比较 全 面 完 整 的 认识 和 了 减少 计 
算 曲 线 上 的 点 的 坐标 的 工作 量 ， 也 可 以 先 根据 参数 方程 讨论 
曲线 的 一 些 特性 ， 来 帮助 我 们 画 出 国 形 。 一 般 出 参数 方程 讨 
论 蝎 线 的 特 人 性 ， 可 以 从 直面 凡 个 方面 进行 。 
设 曲线 的 参数 方程 为 
{ X 一 (tf) 
y= p(t) 
1 。 曲 线 的 对 称 性 
(1) 曲线 关于 气 轴 对 称 
如 果 对 于 任 - 一 fc 扫 :# )， 都 可 找到 一 个 +:(a 
委 : 和 0)， 使 
f(t+,.)= f(t1) 
$l i 2)=— p(t,) 
成 立 ， 那 么 曲线 关于 天 畏 
对 称 。 
事实 上 ， 如 图 82, 己 ， 
(Xisy DPlx,,y2) Ps(xsyn 
的 坐标 是 图 82 
i= ft) y= $(t1); 
一 了 (ts)， ys—= b(t,). 


(a<teb) 


Pp (Xi) 


因为 Ct) 二 (Cf) $7)= 一 下 (41)， 所 以 二 X11 
ya 一 ~ 了 yi， 这 就 表明 ， 已 :和 已 :关于 支 轴 为 对 称 。 换 句 活 
说 ， 昌 线 上 任 一 点 关于 区 错 的 对 称 点 也 一 定 在 井 线 上 ， 也 就 
是 曲线 关于 革 轴 对 称 。 
(2) 曲线 关于 站 轴 对 称 
如 果 对 于 任 一 11(9 太 +1 安 5)， 都 可 找到 一 个 +,(6 
15454)， 使 
ft)=~ f(t1) 
$f)= Ct) 
成 立 ， 那 乞 曲线 关于 立轴 对 称 。 
事实 上 ， 如 图 83， 


Pilxi, yi), Palxs, pp  ， " z 
2》 3) 的 毕 标 是 人 
XI 一 了 人 Ti)， 
yi= $+ 1); 
xs=/(+,), 
ys= (+t,), 图 83 


因为 f(t12)= 一 (1)， (Cir)=$(t1)， 所 以 
Xs 二 一 X11，ys 一 y1， 这 就 表明 ， 卫 ,和 Pi 关于 了 轴 为 对 
称 。 换 名 话说 ， 蝴 线 上 任 一 点 关于 节 轴 的 对 称 点 也 一 定 在 曲 
线 上 ， 也 就 是 曲线 关于 了 了 轴 对 称 。 
(3) 曲线 关于 原点 OQ 对 称 
如 订 对 于 任 一 #f:086 委 1 < 委 )， 部 可 找到 一 人“ ta(a 
<fo<e)， 使 
Frta) 一 一 了 (ri) 
dEs)—— b(t1) 
成 立 ， 那 么 曲线 关于 不 点 O 〇 为 对 称 。 
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事实 上 ， 如 图 84， 


Pi(x1, yi)， 忆 (2X2， bo 
2) 的 坐标 是 
% 1 一 ft f 1), 
Yi= (1); 
2X ,=f(t:), 
y= p(t ,), 
因为 1(f2) 二 一 了 (f1)， 
$Ct ,=— $1), 图 84 
所 以 x ,二 一 * 4，y 4 二 一 y1。 这 就 表明 ， 卫 和 卫 1! 关于 原 z 
点 对 称 ， 摘 句 话 说， 曲线 上 任 一 点 关于 原点 的 对 称 点 也 一 定 攻 


在 曲线 上 ， 也 就 是 曲线 关于 原点 为 对 称 。 

(4) 曲线 关于 直线 y= 二 * 对称 

如 时 对 于 任 一 +1(6 志 1 攻 5)， 剖 可 找到 一 个 1+,(o 

flit2)=$(+1) 

a A 
成 立 ， 那 么 曲线 关于 
直线 yy 一 2 对 称 。 

事实 上 ,如 图 85， 了 (xp 六 
P(x yi1), PP, ei 
(x 2。 3) 的 坐标 是 

和 1 一 天 (1)， 

y= $+ 1); 

Xs= f(t2), . 

ys=$(t2). ep 
因为 f(t2) 一 (ft1)， ”| 
$ (ti)= 了 (Hi)， 所 图 85 
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以 yx :一 y,，y := 一 1。 这 就 表明 户 , 和 五 ,关于 直线 y 二 
为 对 称 。 换 名 话说， 曲线 上 任 一 点 关于 直线 y 一 % 的 对 称 点 
也 一 定 在 曲线 上 ， 也 就 是 曲线 关于 直线 y= 二 %* 对 称 。 
(5) 曲线 关于 直线 y= 二 一 x 对 称 
同样 可 以 得 到 ， 如 果 对 于 任 一 1 :( a 志 f1 才 5)， 痢 可 
找到 一 个 1+.(a 志 +; 志 5)， 使 
f(t1)=— $(t1) 
$ (#2)=— f(t1) 


成 立 ， 那 么 曲线 关于 直线 y 一 ~ x 对 称 (图 86)， 
例如 ， 和 参数 方程 
人 (— oo0< 1 +00) 


y=a2ts 
对 任 一 一 ceo<F 二 oo)， 我 们 只 要 取 了 zz 三 一 和 (当然 
名 一 ceo< t+: 之 十 吕 9)， 就 能 使 
f(t)=ali=a(—t)* =oti=/f(1,) 
bts) =0ti=a(~H):=— 0 


> p(t) 
07 


—@:t 


成 立 ， 所 以 参数 方程 4 一 asj。 所 表示 的 曲线 关于 了 轴 对 
称 。 人 
又 如 参数 方程 
X=4c0s30 
人 (0 <0 <27) 
y= asing 


(1) 对 任 一 96:(0 守 8123 ) 我 们 只 要 取 66 ==27 
一 9 1， 《当然 也 有 6 志 8 ,2T)， 就 能 使 
f(0:)=acost0s= acoss(27— 81) 
= Gco0s01= fC0.) 
$04)=asini0;,= asins(27 — 8,) 
=— 0sins 0 1=—$(01) 
成 立 ， 所 以 参数 放 程 《一 “4 的 图 形 关于 不 二 对 称 
1n3 9 
(2) 对 任 一 8< 委 05<2r) 
妇 泉 8 和 9 1 所 不， 我 们 只 要 取 0 ;二 TT 一 91《 此 时 有 
0 和 6: 委 xx)， 就 能 使 
f(02)=c0s$0 = acoss(r—01) 
= acoss0 i=—f(01) 
p01)=asins gs=asins( xz—01) 
=0sinsg1=$(01) 
成 立 ; 
如 果 下 之 8 1 之 27， 我 们 可 以 取 8, 二 37 一 8 (此 时 有 
rc< 昌 as<2r)， 也 能 使 
f(02)=acos0s=acos(3r—01) 
=— gc0oss01=— (01) 
$02)= asin:02.= osins(37 — 0 1) 
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=asint0 =$(01) 
成 立 。 
所 以 参数 方程 《 ;us 9 的 图 形 关于 Y 轴 对 称 。 
y=asinsp 
(3) 对 任 一 g 100 委 9 :<2r) 
如 果 0 志 9 :< 了 了 ， 我 们 可 以 取 6 ,二 ~ 91( 此 时 有 


X= gcosse0 


0 So 就 能 使 
f(8:)=acossh :一 0cosy (本 一 91) 
= asinsg .= $(01) 
$(01)=asinsg = asins(F—0 过 
=acos30 一 上 fi) 
成 立 ; 


如 果 吉 << 9 :<2z， 我 们 可 以 取 6 ,= 5 一 91( 此 时 


有 也 << 9 :之 2 x )， 也 能 使 


~ 81) 


f (80s)= acossp :一 acoss (3 
=asinsb ,一 此 9 

$0 1) asin ga asin( 5 一 1) 
一 Gcossb: 一 (81) 


成 立 ， 有 
= acos0 


所 以 参数 方程 的 图 形 关于 直线 y 一 “为 


3 一 Csins 昌 
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对 称 ， 
同 祥 可 以 得 到 参数 方程 人 


3 一 一 % 也 是 对 称 的 ， 

我 们 知道 ， 如 果 曲 线 关 于 互相 垂直 的 两 直线 为 对 称 ， 
也 必然 关于 这 两 直线 的 交点 为 对 称 ， 所 以 ， 上 述 参 数 方程 的 
图 形 关于 原点 也 是 对 称 的 。 这 个 方程 的 图 形 见 图 88。 

?2。 曲线 的 有 界 性 

如 果 存 在 常数 前 、 尽 ， 对 于 任 一 fo 和 上 委 0)， 总 能 
使 | f( fj 之 MM，)$( +t)| 过 入 成 立 ， 那 么 称 曲 线 


I 
3 一 由 (+) 


为 有 界 的 ， 否 则 就 称 曲线 是 无 界 的 。 


% 一 CCcosa 
的 图 形 关 于 直线 


y= a0sins 8 


xX 二 dcost 


例如 方程 4 (ORt<27,40>0,6>0) 


y= bsint 
对 于 任 一 1(0 世 1<2x)， 总 有 lacostj<a, jbsint 
< 之 4 成立， 这 就 表明 曲线 包含 在 直线 x 一 4，* 二 一 a， 
yy 二 bb，y 三 一 了 所 图 成 的 矩形 之 内 ， 所 以 曲线 


4” ?9 ， 是 有 办 曲线 ( 我们 已 经 知 违 它 是 椭 贺 ). 
y= bsint 
3。 曲线 与 坐标 轴 的 交点 
如 果 由 方程 了 (+ ) 一 0 解 出 根 + 二 1、，+s、*……， 将 
ty a 代入 y= 二 由 (1) 可 以 得 到 y 1 二 (+ 4)、 
ys 二 $8(t3)、……， 那 么 曲线 jx 一 (+) , 
《一 上 $4) 与 了 轴 的 交点 


为 (0， $Ct 3)), (0，, $C +2)), Ue 
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记 ! 代 由 纪 方 经 8 四) 一 0 解 出 根 寺 一 莉 、 t2, A $ 可 


ti, i、 入 X= f(t) 可 以 得 到 x% := f(17)、 2 3 
一 -A sorar a 9 多 各 
一 了 (4)、…， 导 么 曲线 和，_b( 1 ) 与 基 畏 的 交点 为 
CF 1), 0 Cf OD, 0 ee 


4。 曲线 的 渐 近 线 
和 如果/ (fmol im (th, 


to trite f(#) . 
gy ($6(ft)—kf(+)]= 5， 那么 有 曲线 
人 
了 一 信 ( 


有 渐 近 线 y 一 Ax 十 9。 (证 明 可 参看 微 积分 书 有 关 导数 在 函 
数 研究 上 的 应 用 部 分 )。 z 
RA ne A ant 


例如 ， 对 于 参数 方程 
dat 


网 一 
T 十 在 
| i (~oct<—1i, ~1<i<+o) 
”+ 
lim 3at 
有 | 
3at 
县 lim $f) _ lim 1+13 
t™-1 f(r) t>—1 30t 
1+fs 
11n 
一 t>-1i 一 了 
即 k=—1, 
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区 
j im Saat? hat 
es 


fs 14-15 


_ lim 3aH(1+) . 
nl 


| 


lim 3df 
™ t+t->w>—-1 一 二 
即 b=~a, 
a 
”1+ 六 
所 由 sa 有 新 近 线 y 一 一 % 一 0， 也 就 是 
”十 有 


直线 x 十 y+ 4 二 0 是 曲线 的 浙 近 线 ， 这 个 有 曲线 的 图 形 见 
图 89。 

5。 曲线 的 变化 情况 3 

如 果 t 在 某 范围 内 变化 过 程 中 ，x 、y 同时 增 大 ( 或 同 
时 减 小 })， 就 是 说 较 小 的 x* 对 应 的 y 值 较 小 ， 较 大 的 x 对 应 
的 y 值 也 较 大 ， 那 么 曲线 在 这 个 + 的 变化 范围 内 上 升 ， 如 果 
t 在 某 范 围 内 变化 过 程 中 ，x 、y 的 增 减 相反 。 即 较 小 的 = 
对 应 的 y 值 较 大 ， 而 较 大 的 x 对 应 的 y 值 却 较 小 ， 那 么 针线 
在 这 个 + 的 变化 范围 内 下 降 。 

下 面 我 们 再 通过 两 个 具体 例子 说 明 参数 方程 作 图 的 过 


程 。 
例 1 作 参 数 方程 
xX=at: 
< 本 十 ca>D) (2.3) 
人 和 
的 图 形 。 
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解 ”前 夯 已 经 讨论 过 ， 这 一 方程 所 表示 的 赐 线 关于 扎 轴 
对 称 ， 于 是 我 们 可 以 先 画 出 t+ 之 0 时 ( 即 y 之 0 ) 的 图 形 。 

可 以 看 出 元 论 上 取 任何 实数 值 ， 总 有 Y% 之 8 ， 所 以 曲线 
只 在 右 半 平面 内 。 

当 参数 的 值 无 限 增 天 ， 对 应 的 %、 y 也 都 无 狠 增 大 ， 
固 此 曲线 在 第 一 象限 内 疝 右上 方 无 限 延 伸 。 

由 一 些 了 的 值 ( 盖 0 )， 根 据 方程 (2，3) 计 算出 *， 了 
的 对 应 值 列 成 下 表 ， 


在 直角 尝 标 平面 上 ， 找 出 以 
多 、 少 各 对 对 应 值 为 华 标 的 点 的 
位 置 O(0，0)，4(c，a2)， 
了 (408a2)，C(C9a,27G2) 
参照 所 讨论 的 曲线 的 变化 情 况 ， 
用 光滑 曲线 连 接 这 些 点 ， 即 得 
2 之 0《 第 一 象限 内 ) 的 图 形 。 再 
根据 曲线 关于 于 轴 对 称 ， 画 出 第 
四 象限 内 的 图 形 { 图 87)，、 便 得 到 
参数 方程 (2,3) 的 图 形 ( 在 原点 
5 0 ，0 ) 处 曲线 不 光滑 ， 出 现 尖 
点 )， 
这 一 曲线 称 为 半 立 方 抛物 
线 ， 我 们 不 难 从 会 数 方程 (2。3) 
中 消去 参数 上， 得 到 曲线 的 普通 
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方程 y* 二 gx3，。 
例 2 作 会 数 方程 
:X= 0cosse 
A acing S02r, o>0) (2.4) 
的 图 形 。 
解 ” 先 根据 方程 (2,4)， 讨 论 曲 线 的 一 些 性 质 ; 
(1) 曲线 的 对 称 性 
前 面 已 经 讨论 过 ， 则 线 关 于 久 轴 、 了 轴 对 称 ， 所 以 我 们 


可 以 先 讨论 第 一 象限 (x 之 0，y 之 0 即 0 志 9 世子 ) 内 的 情 
(部 。 

(2) 曲线 的 有 界 性 

在 第 一 象限 内 〈 0< < 了 ) 有 


0 xy 一 ao coss Ga 
0 入? 一 和 sin’ 0 
所 以 曲线 是 有 界 的 ， 它 位 于 x 一 0， 人 
围 成 的 正方 形 内 。 
(3) 曲线 与 坐标 轴 的 交点 


在 0 志 9 志 了 内，6 一 0 时 ，x 一 0，y 一 05 9 一 也 时 ， 


X 一 0，23 一 5， 所 .以 曲线 通过 (ea 0), (04，a) 了 天 点 。 
(4) 曲线 的 变化 情况 


当 6 由 0 增 到 也 时 ，x 由 a 减 到 0，y 由 0 增 到 a， 
由 + 在 0< 委 + 福村 上 的 一 些 值 根据 方程 (2、4) 计算 出 


114 


证 直角 坐标 平面 上 找 出 以 x、y 各 对 对 应 值 为 人 举 标 的 点 
Ata, 0), BO.B85a, 0.134), C(0,.370, 0.37a}, D (0,13a, 
0, 659)、 玉 (0，a)， 用 光滑 
曲线 连接 这 些 点 ， 便 得 到 第 
一 象限 内 的 图 形 ， 再 根据 曲 
线 关于 天 铀 、， 了 轴 对 称 ， 画 
出 其 它 各 象限 内 的 图 形 便 得 
到 整个 曲线 (在 (ce，0) 、(0， 
a)、( 一 a, 0)、(0, 一 a) 处 不 
光滑 ， 出 现 尖 点 }( 图 88)， 
这 一 曲线 称 为 星 形 线 即 四 个 尖 点 的 内 摆 线 、 

例 3 作 方 程 x+ys 一 3axy 一 0 的 图 形 。 

解 ” 先 海 曲 线 方 程 化 为 参数 方程 ， 可 设 y==tx、， 以 此 代 
入 大 方 程 得 ; | “ 


Yix I— 3atx’:—=0, 


即 xxzx 二 fx 一 3dt) 一 0， 
30+t 

也 就 是 。 x=0 或 x= 了 17。 

再 由 y=tx 

人 Ey 和 30t2 
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因而 原 方 程 化 汤 参 数 方程 是 


3af 
1+ 
于 十 


原点 x 二 0，» 一 0 可 以 在 参数 方程 (2.5) 中 由 本 0 得到 
” 下面 根 据 方程 (2.5) 讨 论 曲 线 的 性 质 。 
《1) 曲线 的 对 称 性 


对 于 任 一 机 (fi 地 一 1，# 守 0)， 可 以 取 二 一 子 ~( 当 然 也 
有 如 六 一 1， 加 所 0 ) 就 能 使 


1 
3a 3at? 
f(t ) = (ti) 
1 十 1 二 1-Fii 
+1 
$F) = 1 oh ft) 
1+i2 1 十 2. 1+1 
ti 


成 立 ， 所 以 曲线 关于 直线 y=x 对 称 , 并 且 1 寺 一 1，t 丰 0 时 ， 
曲线 上 + 与 二 所 对 应 的 点 关于 y 一 x 对称。 当 1 一 0 时 ， 便 对 


应 原点 “二 0，y 一 0， 它 恰 在 直线 y 一 x 上 ， 于 是 参数 + 在 
一 1 之 1<<1 内 取 值 的 图 形 和 t 在 -oo<t< 一 1, 1<t<+eo 
内 取 值 的 图 形 关 于 直线 y 二 * 对 称 。 因 而 我 们 可 以 先 作出 在 
一 1< ft 内 的 图 形 ， 再 根据 直线 关 于 直线 y 一 * 对称， 便 
能 得 到 整个 曲线 。 | 
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(2) 靶 线 的 变化 骨 融 
当 一 1 之 0 时， 由 方程 (2.5) 可 和 X00，y》 这 0， 扬 
以 型 绕 在 第 二 象限 内 。+ 由 一 1{1 半 一 1) 变 到 0 时 ,x 由 一 0 
巡 浙 增 大 到 0, y 由 十 co 逐渐 减 小 到 0. # 一 一 1 时 ,xx 一 一 coy 
yy 十 co， 可 以 列 成 下 表 : 


ft -1 
多 一 co -从 a 
2 + ce 


由 此 可 郧 汕 线 在 第 二 象限 内 是 音调 下 降 的 《曲线 在 左上 
方 9] 1 以 元 限 延 正人 )，。 

当 0 之 1 了 时， 由 方程 (2.5) 可 知 x 六 06，y 记 8G、 所 
以 曲线 在 第 一 象限 内 ，1= 二 1 时 ， x=y=Fa, 

(3) 前 面 已 经 得 到 过 才 方 程 (2. 5 的 图 形 以 直线 
% 十 y 十 6 一 0 为 渐 近 线 。 

由 1( 一 1 之 1 之 1) 的 一 些 值 根据 方程 (2. 5) 计 算出 Xx、 
的 对 应 值 ， 列 成 下 表 ， 


的 位 置 : A(- Mo 0 a- , 9 


C(- 合 0, 如 路 0(0,0)、 D( 般 o, 起 o 
oe 路 cl(36, 5 
站 用 光滑 曲线 连接 这 些 点 ， 
便 得 到 ,一 1< + <1 内 所 对 应 的 那 部 分 曲线 ， 青 由 曲线 关于 
直线 y= 二 x 的 对 称 性 ， 画 得 其 会 部 分 图 形 ， 即 得 方程 (2.5) 的 
图 形 。 它 称 为 笛 卡 尔 (Descaries) 叶 形 线 ( 贺 89)， 


习 题 七 
画 出 下 列 参 数 方程 所 表示 的 曲线 的 图 形 ， 
X=31—5 
1. sie (- oo<t<+00) 
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X= 
I+2 1 
2 
a 
3. ne (co< t+o0) 
y=#2 
x= sind 
4 《 9 (0 C02n) 
y= sin 20 
x=4cos:H FF 并 
8 ‘ (0 IE Een) 
y= tg 23 2 


$ 10 求 曲 线 的 参数 方程 


有 不 少 实际 问题 ， 利 用 曲线 的 参数 方程 来 解决 ， 显 得 比 
用 普通 方程 来 表示 更 方便 。 下 曾 举 例 说 明 怎 祥 根 据 曲 线形 成 
的 条 件 导 出 它 的 参数 方程 的 过 程 。 我 们 要 特别 注意 参数 的 选 
例 1 设 有 一 定 长 线段 ， 它 的 两 个 端点 分 别 沿 着 两 垂 二 
相交 的 直线 移动 。 we 

解 ” 取 垂直 相交 的 两 
直线 CD、EBF 为 开办 和 
了 轴 ， 其 交点 口 为 原点 。 
定 长 线段 4B 的 两 端点 8、 
恬 分 别 在 革 轴 、 了 轴 上 移 
动 。 

该 已 (4X%，y ) 为 线段 
有 ABB 上 的 一 个 定点 ， 记 
PA 二 a，PB= 二 b, 因此 
了 也 二 6 十 D( 图 90)。 
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由 于 当 恕 ， 4 分 别 在 OX、OY 轴 上 移动 时 ， 人 ABC 随 
着 变化 ， 点 忆 在 平面 上 的 位 置 也 随 之 变化 。 如果 AB 的 位 
拷 定 下 来 ， 那 么 芝 4B8C 的 值 也 就 确定 ， 辣 时 相应 的 点 的 
位 置 也 就 随 着 硝 定 了 。 所 以 点 忆 的 位 置 随 着 ABC 的 确定 
而 确定 , 随 着 人 ABC 的 变化 而 变化 。 我 们 可 以 取 人 LABC 二 + 
为 参数 ( 了 在 第 一 ， 二 象限 时 ， 取 0 之 1 之 x; P 在 第 和 三、 到 
象限 时 ， 取 一 <t< 之 0)。 
为 了 求 动 点 P 的 轨迹 的 参数 方程 ， 作 PQJLOX， 
PPM _LO7，Q、47 分 别 为 息 足 。 按 题 意 可 得 : 
x*=OQ0=MP=~APcos/ ABC=acost 
y= 二 QP=PB sin AABC—0 sint 
:所 以 点 五 的 轨 普 方程 为 四 
YX 一 Cosf 
《< 
y=b sint 
前 面 已 经 讨论 过 ， 上 述 方程 的 图 形 是 一 个 中 心 在 原点 
OQ， 以 4a、8 分 别 为 二 、 短 半 轴 的 椭圆. 
根据 入 圆 的 这 一 形成 条 件 ， 可 以 擂 作 画 椭 玛 的 专用 器 
械 一 一 顶 圆 坑 ( 图 91)。 它 是 在 十 字形 金属 板 上 ， 开 两 条 互相 
垂直 的 槽 , 直 尺 /在 
4 .如 两 点 处 装 有 滑 
块 ， 时 在 金属 板 档 
内 可 以 自由 滑动 。 
尺 十 任 一 成 P 处 
《号 可 以 在 A8 线 段 
上 上 ， 也 可 以 在 AB 
的 延长 线 上 ) 用 套 
` 管 装 有 铅笔 。， 当 涓 
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快 4、 五 在 槽 内 滑动 时 ， 直 尺 ! 的 位 置 不 断 改变 ， 铬 笔 也 就 
撒 出 一 个 燃 贺 ( 只 要 调整 滑 块 4、2B 在 直 尺 【上 的 位 置 ， 便 
| 

例 2 求 椭 问 
中 点 的 庚 迹 。 

解 ”因为 这 些 平行 驴 料 率 都 是 六 ， 而 它们 与 办 的 截 距 
由 各 不 相同 。 我 们 如 果 记 截 距 为 上 ， 那 么 棋 贺 的 平行 弦 方 程 
应 该 是 ， 


2— 


y=RxX+t 
方程 中 & 为 定数 ，t 为 参数 。 
i 洒 ， 人 | 
1 
y=Ekx+t 
En 
2 a 
人 
bix:a:(khxt+t)*:=ab? ~ 
或 (b+ ak’)w?+202Rtx tort:—b?)=D 
它 应 有 实数 解 x， 也 就 是 
40spt—Aar(bs + aks) —b)0 ~ 


因此 t*<<b?+apk? 
却 |t I<v b+raR. 


当 t 在 一 一 可 于 0 < tv 57TarR7 内 取 某 一 个 信 时 ， 
这 个 方程 就 确定 了 这 组 平行 弦 中 的 一 条 弦 。 
设 平行 弦 与 椭 辑 的 交点 为 Pi(xi1， 31)、Pa(X。，; y2) 


了 27 


《图 92)， 则 方程 组 
y=hkx+t (1) 


图 92 


的 两 组 解 ， 恒 是 书 :、 己 : 的 坐标 (2 1), (Xs, y2), 忆 
式 ( 1) 代入 式 ( 2 )， 得 
bx*+a*(kxt+t):=a2b:, 


也 就 是 (b:+arki)x: + 2arhix+ a — ob :=0, 
由 此 可 见 ， 以 上 二 次 方程 的 两 根 之 和 为 : 
2a°k 


Xitxa pitoR 了。 
设 PCLx，、y) 为 弦 P1P, 的 中 点 ， 则 有 


Xi 十 Xe pe a2 f 
2 一 ”6 * 


又 因为 忆 在 纺 只 Ps; 上 ， 所 以 了 的 坐标 ( x, ) 也 满足 
式 (t)， 所 以 有 


上 尘 堆 - 
y= Br tt 
也 就 是 。 y= Br 
因此 ， 这 些 平行 驴 中 点 的 坐标 应 该 满足 关系 式 : 
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好 2 总 
站 
”上 (ec、b、R 为 常数 ) 
祖 一 万 5 十 0285 . 

这 就 是 三 圆 中 斜率 为 二 的 一 组 平行 弦 中 点 轨迹 的 参数 方程 。 

显然 ， 当 # 一 0 时 ， 有 : x=0 和 2 一 0， 所 以 它 是 过 原点 
的 直线 方程 (实际 轨迹 是 在 椭圆 内 的 线段 )， 我 们 称 圆锥 曲线 
平行 弦 的 中 点 的 轨迹 所 在 的 直线 为 阅 锥 曲线 的 直径 ， 

td 
可 方程] 2 
y= "rio 
消去 参数 +， 化 为 普通 方程 ， 即 得 
bi:x+a’:ky=0, 

下 面 再 举 几 个 常见 曲线 的 例子 。 

1。 图 的 渐 开 线 

当 一 直线 在 一 圆周 上 作 无 滑动 的 滚动 时 ， 这 条 直线 上 一 
定点 的 运动 轨迹 称 为 圆 的 汗 开 线 ， 定 圆 称 为 圆 的 浙江 线 的 大 
园 ， 动 直线 称 为 渐 开 线 的 发 生 线 ， : 

我 们 可 以 在 平面 上 放 一 个 圆 盘 ， 在 它 的 侧面 上 ， 绕 一 根 
棉线 ， 线 头 上 挫 一 支 铅笔 ， 开 
始 铅笔 位 置 在 《4 点 ， 拉 紧 线 
头 ， 逐 渐 展 开 ， 和 视线 始终 保持 
与 圆 盘 侧 面相 切 ， 铅 笔尖 己 在 
平面 上 就 画 出 了 一 条 圆 的 渐 开 
线 ( 图 93 ) 了 

下 面 我 们 来 建立 圆 的 渐 开 本 
线 的 方程 : 
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取 基 加 中 心 为 侍 标 原点 口 ， 如 果 动 直线 上 定点 开始 位 置 
在 直线 与 基 加 的 切 点 4 处 ， 以 射线 O A 为 了 轴 正 方向 ， 建 立 
直角 坐标 系 (图 94)。 

设 基 贺 半 径 为 e, P(x,y) 为 圆 的 渐 开 线 上 任 一 点 ， 过 已 
作 基 圆 切 线 PB ( 在 渐 开 线 的 生成 方向 )， 为 切 点 ， 再 作 
BCLOX、PD1BC、PE LOK，C、 呈 、 互 分 别 为 瑟 足 , 取 
.4OB8= 4 (弧度 ) 为 参数 ， 则 有 

Y 


图 94 
X=OFE=OC+CE 


==OBceos LCOBTDP 
=0OB cos LCOB+BP sin /DBP, 
y=EP=CD=C8-DB 
=0B sin LCOB—BP cos LDBP. 
由 于 OB=a, 
LDBP=/COB=9, 
并 且 在 渐 开 线形 成 过 程 中 可 以 看 到 ， 渐 开 线 的 发 生 线 在 基 回 
上 所 湾 动 过 的 绕 侦 BP 的 长 度 等 于 被 深 过 的 一 眉 加 弧 4 上 的 
长 ， 即 有 
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BP 一 =OB.A 4hOB( 弧 度 ) 一 ob， 
x=acos $+agsing 
所 以 《ing obcocd (OSHCteo) 《2.8) 
这 就 是 圆 的 渐 开 线 在 直角 坐标 系 中 的 参数 方程 。 

参数 力 称 为 渐 开 线 上 点 已 的 滚动 角 。 

大 家 知道 ， 内 轮 是 、$ 
机 械 传 动 中 的 常用 圭 CR 
件 ， 大 多 数 齿轮 的 齿 廊 
曲线 采用 加 的 渐 开 线 
(图 95)， 这 是 因为 圆 的 
浙 开 线 龌 廓 的 沧 轮 有 传 本 全 
动 稳定 、 强 度 好 、 磨 损 少 、 工 作 寿 命 长 、 制 造 容易 、 安 装 方 
便 、 造 价 低廉 等 优点 。 

在 具 轮 设计 和 加 工 检测 中 此 用 到 贺 的 渐 开 线 在 极 坐标 系 
中 的 参数 方程 ;下 面 我 们 来 进行 推导 。 

选取 基 圆 中 心 为 极点 O， 射线 
O.4 为 航 轴 OQX， 建 立 极 谷 标 系 (图 
96)。 

设 己 (pb ) 为 圆 的 渐 开 线 上 
任 一 点 。 则 QP=p， 
人 40P=9( 弧 度 )， 

自己 作 基 圆 的 切线 PBC 在 
浙 开 线 生 成 方向 ), B 为 切 点 , 取 
BOP 一 a( 弧度 ) 为 参数 。 在 
人 BOP 中 ， 
因为 OB=OP cos /BOP, 


加 多 


A 36 
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， OOB | a 
庆 POPe to ZBOP ~ toa 


Am 

而 BP= AB=a(0+a), 
又 BP=ODB tg 一 有 OP 一 6 ig ay 
所 了 以 a{(0+0a)=a tg ws 


也 就 是 ， 0 一 tgw 一 cC。 

于 是 得 到 用 a 分 别 表示 p、9 的 关系 式 : 
有 
| 一 2 (0<a<H) (2.60) 
0=tga~a 


这 就 是 贺 的 渐 开 线 在 设 坐 标 系 中 的 参数 方程。 & 称 为 贺 


的 渐 开 线 上 点 忆 的 压力 角 . Me 
通常 把 极 角 909= M, 
tg a 一 0 称 为 渐 开 线 函 a 8 PB, ly 
数 ， 用 inva 表示 ， 即 KT7B) 
0=inva=tga~—a SS NCS 
在 浙 开 线 齿轮 将 计 ~ax7/ Nc 
算 中 常用 到 这 一 函数， 以 | 一 本 
为 计算 方便 ， 对 于 各 种 ” / 必 
压力 角 a 的 渐 开 线 函 数 ke 
值 ， 已 经 列 成 渐 开 线 函 S a 
数 表 可 供 查 阅 ， 
团 的 渐 开 线 的 图 形 ch 
一 般 可 用 下 述 几 何方 法 bn os 
作出 {以 0 志 $ 志 27 为 EA 
例 )， 图 97 
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he 


(1) 先 将 半径 为 6 的 基 吏 ”等 分 (图 97T 分 为 12 等 分 )， 
圆周 上 分 点 为 Bl、Bs、*…**… ;BB1s( Bi 就 是 4 点)， 

(2) 过 各 分 点 按 同 ~-- 方 向 ( 渐 开 线 生 成 方向 ) 作 基 画 的 
切线 。 

(3) 在 过 号 4) 所 作 切 线 上 ， 取 AM 一 270， 并 将 此 
线段 +t 等 分 (图 是 分 为 12 等 分 }， 分 点 为 Cis Cs CS、 
CaxfCiz 就 是 Ms)， 

‘4) 在 基 贺 的 过 妃 :、 互 :、…… 的 各 切线 上 分 别 取 
BA ,=ACL、 BM,=AC,.、 ， BiiMii:=ACL1, 

(5) 硕 次 用 光滑 曲线 连接 A、M1、 Ms、 Ms、 和 
各 点 ， 即 得 基 咬 半径 为 4 的 渐 开 线 在 0 志 少 所 2x 内 的 一 
段 。 事实 上 BiMi (8=1，2，*……，12 ) 为 基 圆 切线， 县 


BtMt= 4Ce 一 -2xa 即 基 四 周 长 的 -名 -， 所 以 点 MA 应 在 
贺 的 浙 开 线 上 ， 仿 此 可 以 作出 渐 开 线 .$ 之 25 的 部 分 (图 98)， 


图 98 . : 
浙 开 线 在 实际 中 有 不 少 应 用 ， 如 将 矩形 硅钢 片 窒 成 加 的 
浙 开 线形 状 ， 幅 挝 成 铁 芯 制 成 汤 开 线 变 压 器 (图 99)， 具 有 体 
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积 小 ， 容量 大 的 优点 ， | 
圆 的 渐 开 线 还 可 以 作为 三 瓜 卡 盘 的 强 丝 螺纹 曲线 
《图 1007)， 它 能 保证 三 爪 卡 盘 在 夹 持 圆 形 工件 时 自动 将 工件 


图 100 

中 心 对 准 卡 盘 轴 线 ， 克 服 了 原来 采用 阿 基 米 德 螺 线 作为 盘 毕 
曲线 的 缺陷 ， 并 县 加 工 闭 开 线 找 丝 比较 方便 。 

2。 摆 线 ( 旋 轮 线 ) 

当 一 圆 在 一 条 直线 上 作 无 滑动 的 滚动 时 ， 图 周 上 一 个 定 
点 的 运动 轨迹 称 为 摆 线 { 或 旋 轮 线 )。 定 直线 称 为 导线 ， 动 贺 
称 为 发 生 贺 。 

正面 我 们 米 推导 摆 线 的 方程 


12% 


TT 


以 定 直线 为 池 轴 ， 如 深 动 入 上 定点 在 开始 时 位 于 图 与 走 
线 的 切 点 处 , 即 取 该 切 点 为 原点 CO, 建立 直角 坐标 系 ( 贺 101)。 

记 动 加 半径 为 a，， 设 P(x，y) 为 摆 线 上 上任 一 点 ， 它 是 相 
应 于 当 滚 动 贺 中 心 在 点 恕 、 与 定 直 线 (OX 轴 ) 相 切 于 点 有 4 时 
动 较 上 定点 的 位 置 。 


图 101 


以 ZLPB4-=#%( 缴 度 ) 为 参数 ， 作 PCL4B，PD1LOX， 
C、 刀 分 别 为 秋 足 。 那 么 ， 
x=O0D=04-DA=0A-PC 
由 于 动 圆 在 定 直线 上 作 无 滑动 的 滚动 ， 所 以 


04= 4-of， 
在 人 PBC 中 ， 有 : PC=BP sin LPBC=6 sin $, 
因此 X=a$—a sin $, 
y=DP=AC=AB-CB=a~a cos yg. 
x=a(B-sing) 


所 以 《 (-co<g<+co) (2.0) 


y=a (1—cos®) 
就 是 摆 线 ( 旋 轮 线 ) 的 参数 方程 ， 参 数 $ 称 为 控 线 上 点 的 
滚动 角 。 当 滚动 贺 向 六 轴 负 方向 滚动 时 ， 相 应 的 少 取 负 信 。 

如 果 从 参数 方程 (2,7) 中 消去 参数 多 那么 可 以 得 到 摆 
线 的 直角 坐标 方程 ， 由 
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ep mw -MT 


y=a(1i—cosy) 
解 得 由 一 十 arccos (1 一 沁 ) 十 2nm。 


取 单 值 的 一 支 ， % 一 arccos (1 一 学 ) 


由 此 sin$= 1i— cos:@ 


-WG 本 
=-V- 巡 - 
2 
一 二 /3257 二 7 
代入 % 二 4 (上 一 sin$) 中 便 得 摆 线 在 0<$<z 内 一 
段 的 普通 方程 为 ; 


Xaarc costl 1 一 点 ) 一 3067 二 yz 。 


在 刻 方 程 中 ， 出 现 了 反 三 角 函 数 ， 不 便于 对 它 进行 讨论 
和 作 图 ， 下 商 我 们 直接 根据 摆 线 的 参数 方程 《2,7) 来 研究 摆 
线 的 人 性质， 

(1+)》 函数 的 周期 性 

根据 方程 (2.7) 可 以 者 到 当 乡 增加 { 或 减少 )2 的 整数 
倍 时 ， 摆 线 上 对 应 点 的 横 坐 标 * 就 增加 ( 或 碱 少 ) 2xa 的 整 
数 倍 ， 而 纵 坐 标 y 的 值 则 并 不 改变 ， 也 就 是 说 曲线 上 横 坐 标 
x 相差 2rc 的 整数 倍 的 点 ， 纵 坐标 y 都 相等 。 如 果 把 曲线 上 
点 的 级 坐 宗 y 看 作 点 的 横 坐 标 % 的 函数 F(x)， 那 么 这 一 函 
数 y 二 f(x) 就 是 以 2za 为 周期 的 周期 函数 。 因而 每 当 x 增加 
《或 减少 ) 2ra 的 整数 售后 ， 图形 将 重 赣 出 现 。 所 以 我 们 只 要 
画 出 相应 于 参数 $ 在 0 过 $<<27z 问 取 值 的 一 段 曲 线 ， 那 么 根 
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握 函 数 的 周期 性 ， 就 可 以 作出 整个 摆 线 的 独 形 了 。 下 面 千 讨 
论 81 委 gd 委 2r 内 的 情况 。 

(2) 对 称 性 

晶 线 关于 直线 x 二 xa 为 对 称 (图 102)。 

事实 上 ， 如 果 .44: 为 曲线 上 任 一 


点 ， 它 所 对 应 的 参数 值 
为 儿 ， 那 么 4 的 党 标 为 : 
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Co 
yi=0(1—cosg,) 
叉 设 有 4 为 曲线 上 对 应 于 参数 上 ,二 2x 一 $1 的 点 ， 4 的 坐标 
为 ; - Xs=0{ p,—sin g, ) 

=—a[27— 一 四 一 sin(2x 一 上 )) 

一 27zG 一 G (pi~sing, ) 

一 27D 一 Xily 
y=a{1—cosg,) 

=a[ll—cos (27~—$,)) 

—a(1—cos,) 

=—Y1, 
1 可 见 扩 ;、 上 4 的 纵 坐 标 相等 ， 所 以 线段 414， 
与 直线 x 二 xo 垂直 . 另 一 方面 ,由 x4 一 2x6 一 1 所 以 攻 ! 二 区 


.由 yy; 一 
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一 一 一 一 一 一 一， 


二 xq， 这 表示 线段 414, 的 中 点 在 直线 xX= ra 上 ， 固 市 直线 
x 二 X40 生 直 平 分 线段 A ,.4,。 . 

这 就 表明 4,、4 :是 关于 直线 % 一 ra 为 对 称 的 两 点 。 了 也 
就 是 说 摆 线 上 任 一 点 关于 直线 x 二 xa 为 对 称 的 点 也 在 摆 线 
上 ， 所 以 摆 线 (2.7) 关 于 直线 x 一 ra 为 对 称 。 

于 是 ,我 们 可 以 首先 画 出 对 应 于 参数 上 在 0 夺 $ 所 x 间 取 
值 的 一 段 曲 线 ， 


将 一 些 t，x，y 的 对 应 值 列 成 下 表 . ( 0 $< ) 


1 0 |x | x | 3Z | 5 
6 二 | | | 3 | | 6 


o |o. 02a 0. 08a'0, 1860, 57a1,230 


x EE 


Es i .12al 3. id4ga 


| 人 
0 i0., 13c o. 30co 5oa a :1,50al1, 70al1. 87al 2a 


在 直角 坐标 平面 上 找 出 以 x 、 ,各 对 对 应 值 为 坐标 的 点 
的 位 置 ，O(0 ,0 )， A(D0.i8a, 0.504),，B( 0.574,，a)， 
C(C1.239, 1.5090), D(1.64a, 1. 70g), E(2,12a, 1.879), 
三 (3.149，2a)， 用 光滑 曲线 蜂 次 连接 各 点 便 得 对 应 于 
0 志 乡 #77 疗 的 一 段 曲 线 , 再 根据 曲线 的 对 称 性 与 肖 数 的 崩 
期 性 便 可 以 得 到 整个 摆 线 的 图 形 ( 图 103)。 它 是 由 在 OXX 轴 方 
人 向 每 陋 距 离 2rc 重 复出 玩 一 次 的 无 数 个 完全 相同 的 拱 形 所 组 
成 , 每 扶 宽 为 2ra, 高 为 2c。 


摆 线 有 不 少 重要 性 质 。 例 如 小 球 在 量力 作用 下 ， 要 以 最 
短 的 时 间 从 荣 一 高 处 的 点 4 沿 有 曲线 滑 到 低 处 的 点 如 ， 这 时 ， 
是 不 是 没 4B 的 连 线 时 间 最 短 呢 ? 管 案 是 否定 的 ， 小 球 沿 另 
一 条 曲线 滑动 时 间 将 更 短 ， 这 条 曲线 就 是 一 条 (翻转 的 ) 拔 
线 。 因此 摆 线 又 叫 最 速 降 线 (图 104)， 


图 104 图 105 

又 如 普通 单 摆 的 摆动 周期 与 振幅 有 关 ， 为 了 克服 这 个 缺 
点 ,可 以 在 摆动 平面 内 做 两 个 摆 线 形状 的 挡 板 (图 105) , 在 挡 
板 的 限制 下 ， 单 摆 摆动 周期 就 可 以 与 振幅 完全 无 关 ， 这 时 摆 
的 运动 轨迹 也 是 一 条 摆 线 ， 十 七 世纪 中 ， 摆 线 即 以 此 性 质 局 
各 ， 皖 线 的 名 称 也 是 由 此 而 来 的 。 

我 们 知道 动 点 
作 蓝 线 运动 时 ， 它 
的 速度 方向 是 同 这 
一 虎 线 的 切线 方向 
水 的 车 轮 在 彰 动 ， 
中 ， 泥 水 飞 小 出 的 el 


方向 并 不 是 车 轮 在 这 一 点 的 切线 方向 PT， 而 是 拉线 《 动 点 
运动 的 轨迹 ) 在 该 点 的 切线 方 宙 了 PT.( 图 196)。 
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3 ， 外 {内 ) 摆 线 

(1) 外 摆 线 

.一 个 动 辕 沿 着 一 个 与 它 外 切 的 定 圆 作 无 滑动 的 滚动 时， 
动 贺 上 一 个 定点 的 逐 动 轨迹 称 为 外 摆 线 {( 也 叫 图 外 旋 轮 线 ) 。 
定 圆 称 为 外 摆 线 的 导 贺 ， 动 圆 称 为 发 生 圆 ， 

.下面 我 们 来 推 
导 外 摆 线 的 方程 。 

取 定 贺 中 心 为 
原点 口 ， 如 时 动 加 
于 定点 开始 位 置 在 
两 贺 殷 点 如 处 ， 则 
以 射线 QA 为 于 抽 
正 向 ， 建 立 直角 坐 
标 系 (图 107) 。 

设 动 圆 半径 为 
r ， 定 癌 闪 径 为 RR， i 
了 P(x，y ) 为 外 押 线 上 任 一 点 ， 它 是 相应 于 当 动 加 中 心 在 点 
C、 动 圆 与 定 贺 相 切 于 点 吾 时 、 动 圆 上 定点 的 位 置 。 

作 PDLOX,， CE1OX，PF.JLCE，、D、 玉 ,下 分 别 为 
垂 足 。 记 人 OCP= a (弧度 )， 以 人 AOC 一 $( 红 度 ) 为 参数 。 
那么 由 于 动 加 是 在 定 圆 .上 作 无 滑动 的 滚动 ， 所 以 
AN AN As 
AB=PB。 而 在 国 0 中 有 AB=R$， 在 贺 C 中 有 PB 二 ra， 
所 以 R$=ra， 也 就 是 a 二 上。 二 是 


x=OD=OF+ED 
一 OCcos LAOC+EP 
~OC cos LAOC+PC cos ACPE, 


y=DP= EF=EC—FEC 
=OC sin AAOC— PC sin CPPF 


因为 . $+a+LCPF=A, 
记忆 sin CDF sin (x—(¢+a)) 
=sin ($+ 0a) 
—sin +， 
eos ACPF=ros (x ($-ta)) 
=—¢0s (B+a) 
: = 一 cos +f.y. 
又 OC=R+r, PC=r, 
丙 而 xX={R+r) cogs 丰 一 上 Cos tr $, 


y={R+r) sin $—r sin Ltrg. 
x=(Rsr) cos 只-r cos < 


0 ~ -cocpe+oo) (2.8) 


y= Rrtr) sin $-r sin ory 


就 是 外 摆 线 的 参数 方程 ，$ 为 外 摆 线 上 点 的 党 动 角 ， 
由 图 107 可 知 ， 当 动 辕 深 了 一 周 ， 动 四 上 定点 呈 又 落 到 


了 定 加 上 点 G 的 位 置 ， 这 时 a 二 2+， 相 应 的 参数 $ 一 万 2 


a 


2xr 


一 -2 。 动 加 滚动 4 周 时 ,相应 的 参数 $= 辽 吕 <-。 可 以 妊 


出 ， 如 果 无 为 省 理 数 ， 即 现 一 女 ( 户 、9 为 互 质 的 正 整数 ), 那 
么 当 动 辑 滚 动 了 n==9 周 (这 时 $2px)， 点 号 又 回 到 起 始 位 
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置 点 4 处 。 如 果 动 圆 继续 在 定 因 上 滚 下 去 ， 那 么 点 己 便 描 出 
与 原来 曲线 完全 重合 的 曲线 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 只 要 邮 
在 0 委 %<22z 内 变化 ， 便 可 得 到 整个 外 摆 线 的 图 形 。 邵 困 


扣 为 无 理 数 ( 也 就 是 *>、 尺 无 公 度 )， 那 么 无 褒 动 回 滚 过 多 少 
周 ， 点 永远 不 会 加 到 起 始 位 置 点 4 处 ， 也 就 是 点 也 永远 不 


图 108 


735 


会 重复 描 出 已 经 过 的 踏 线 、 
图 108 是 几 种 外 摆 线 的 图 形 。 
” 当 耳 =r 时 ， 外 摆 线 就 是 心脏 线 ， 这 时 参数 方程 为 
X27 COS $—r cos2g 
y=—27 sin $—r sin 2¢ (0<6<27) (2.80) 
我 们 可 以 在 进行 适当 变换 后 ， 将 它 化 为 心脏 线 的 设 坐标 方程 
Pp 二 2R(1 一 tos 0)。 读 者 如 有 兴趣 可 以 作为 练习 完成 这 一 变 
换 。 由 此 可 见 ， 心 脏 线 是 外 控 线 的 特例 。 
从 外 摆 线 的 形成 过 程 ， 我 们 可 以 将 摆 线 看 成 是 导 敬 半径 
趟 于 无 穷 大 时 ， 导 图 退化 成 直线 (导线 ) 的 极限 情形 下 的 外 捍 
线 。 而 圆 的 渐 开 线 也 可 以 看 成 是 发 生 柚 半径 趋 于 无 穷 大 时， 
发 生 贺 进化 成 直线 发生 线 ) 的 极限 情形 下 的 外 摆 线 。 
(2) 内 摆 线 
如 果 一 动 圆 在 与 其 内 切 的 定 殴 内 作 无 滑动 的 滚动 时 ， 动 
园 上 一 个 定点 运动 的 轨迹 称 为 内 摆 线 (或 圆 内 旋 轮 线 )。 定 杭 
称 为 内 摆 线 的 导 圆 ， 动 圆 称 于 
为 内 摆 线 的 发 生 圆 。 
取 定 贺 中 心 为 原点 口 ， 
如 果 动 加 上 定点 开始 位 置 在 
两 贺 切 点 4 处 ， 则 以 射线 
OA 为 二 轴 正 向， 建立 直角 
坐标 系 ( 图 109 )。 与 外 摆 线 
方程 的 推导 类 似 ， 可 以 得 到 
内 择 线 的 参数 方程 为 加 109 


137 


x=(R—r) cos $+r cos ery 
| Re 
Y=(R-r) sin$—r sin . 《2.9) 


~ 


其 中 怀 为 导 圆 半径，r 为 发 生 加 半径 。( 因 为 动 贺 在 定 圆 内 
部 所 以 有 玉 >r)， 会 数 作 为 内 摆 线 上 点 己 的 滚动 角 。 


如 果 虽 为 有 理 数 包 ( .9 为 互 质 的 正 莹 数 ) 时 ， 那 么 当 


动画 滚动 了 "一 4 周 ( 这 时 有 一 2pr)， 动 点 已 又 回 到 起 始 位 置 
点 44。 当 动 融 继续 滚动 下 去 ， 点 已 便 描 出 与 原来 的 曲线 完全 
重合 的 曲线 ， 央 此 , 在 这 种 博 况 下 ， 只 要 由 在 0 委 %<2bz 内 


变化 ， 便 可 得 到 整个 内 择 线 的 图 形 。 如 果 克 是 无 理 数 (了 、 忌 
无 公 广 )， 那 么 无 论 动 图 这 多少 周 ， 点 号 永远 不 会 加 到 起 始 
位 置 点 4， 也 就 是 点 永远 不 会 重复 描 出 已 经 过 的 路 线 。 

”图 110 是 儿 种 内 摆 线 的 图 形 ; 


图 110 
当 驴 二 27 时 ， 内 摆 绑 方程 为 
Cos 内 
YY 一 日 
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也 就 是 y 一 0 ， 一 玉 委 x < 安 玉 ， 这 是 导 图 的 直径 AB 《来 去 重 
复 一 次 )， 当 动 圆 滚 过 定 圆 上 半圆 周 时 ， 动 点 已 沿 直径 由 -4 
腹 畏 ， 动 阅 继 续 滚 过 定 加 下 半 贺 周 时 ， 动 点 卫 沿 直径 由 如 到 
人 4. 
当 也 二 dr 时 ， 内 摆 线 的 参数 方程 为 
cos 态 Tryrcos 3 
yy 一 3r sing—rsin 3 的 


X=4dr CO53 起 
好 a 
”i 二 cossg | 
或 写成 4 5 sinsg” 0 人 


它 便 是 前 面 讨论 过 的 星 形 线 。 如 果 消 去 参数 区 ， 我 们 可 以 得 


到 星 形 线 的 普通 方程 x 间 十 y 虽 一 尺 间 。 

(3) 迁 回 外 摆 线 a 

如 果 动 圆 在 与 其 内 切 的 定 夯 外 作 无 滑动 的 滨 动 ， 那 么 动 
贺 上 定点 的 运动 轨迹 称 为 
迁 回 外 摆 线 。 

如 果 取 定 圆 中 心 为 原 
点 OQ， 动 回 上 定点 开始 位 
置 在 两 辕 切 点 4 处 ， 以 射 
线 O4 为 X 轴 正 向 ， 建 立 
直角 坐标 系 (图 111)， 那 
么 类 似 于 外 摆 线 方程 的 推 
导 过 程 ， 可 以 得 到 渤 加 外 7 
探 线 的 方程 是 es 
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x=(R—r)cos $+r cs 
| (—oo<$+ oo) 


4 一 =(R—r) sing + sin£— Cy 


其 中 下 为 定 贺 半径， 为 动 圆 半径 ， 且 + 少 R。$ 为 迁 回 外 
探 线 上 点 忆 的 深 动 角 .。 

我 们 看 到 ， 证 回 外 摆 线 的 方程 形式 和 内 摆 线 {2.9) 完全 
一 样 ， 只 是 当 方程 中 只 > 时 表示 内 皖 线 、 尺 <<yr 时 为 入 回 外 
摆 线 。 
另 一 方面 ， 迁 回 外 摆 线 可 以 看 作 是 某 一 外 摆 线 。 素 实 
Es 在 上 述 方 程 中 ， 设 7 一 开 一 ri 尺 二 Ris 闭 么 ”一 玉 : 十 ri 

. PRP—r 了 


于 是 r RY 

Er 

又 记 $= 一 一 一 元 $= $1 

因此 $= yg, 

所 以 方程 可 变形 为 
X=(RI+r) cos $1—r! Cos $1 
y=(RITr1) sin $,—r, sin 人 $1 

这 就 是 导 圆 半径 为 R, 二 呈 , 发 生 圆 半 径 为 7 ,二 +r 一 尺 , 深 
动 角 区: 一 一 . 


在 机 械 工 业 中 ， 虽 然 大 多 数 齿轮 的 齿 廊 曲 线 采用 圆 的 渐 
开 线 ， 但 在 精密 度 要 求 较 高 的 钟表 工业 和 仪表 工业 中 ， 却 党 
用 内 、 外 摆 线 作为 齿轮 的 齿 廓 曲线 ， 因 为 摆 线 齿轮 具有 更 机 ! 
磨 的 特点 。 


了 40 


和 余 摆 线 (长短 幅 旋 轮 线 ) 
各 果 动 回 沿 着 定 直 线 《 或 定 加 ) 作 无 滑动 的 滚动 时 ， 在 
动 贺 外 ( 或 图 内 ) 的 一 个 定点 随 动 贺 深 动 而 运动 ， 懂 人 么 这 一 
点 运动 的 轨迹 称 为 余 捍 线 ( 或 长 、 短 幅 旋 轮 线 )。 
仿照 前 面 摆 线 方程 的 推导 过 程 ， 可 以 得 到 导线 是 直线 的 
余 摆 线 的 参数 方程 为 
X=ap—b siny 
i cos 功 


其 中 a 为 动 加 半径 ,6 为 动 贺 内 (外 ) 定 点 也 到 动 加 中 心 B 的 
距离 ，$ 为 点 P 的 滚动 角 ( 图 112 ) 


《一 co<< < 了 co) (2.10) 


图 112 
不 少 农业 般 械 中 :如 水 舟 插 秧 机 秧 趟 排 轴 心 的 运动 轨迹 、 
旋 耕 机 刀片 端点 的 运动 轨迹 、 联 合 收割 机 的 找 才 板 运 动 轨迹 
都 是 余 把 线 ， 为 了 更 好 运用 这 些 机 械 ， 需 要 分 析 它 们 的 运动 
规律 ， 这 就 需要 用 到 余 摆 线 。 
仿照 外 摆 线 方程 的 推导 过 程 ， 可 以 得 到 身 线 是 贺 的 余 摆 
线 (长 短 幅 外 摆 线 ) 的 方程 为 
X={R+r) cosp—ecos ftry { 
(~—o0<p<+m) 
CC sin $—esin erg (C2,.11) 


1#1 


其 中 玉 、r 分 别 为 导 贺 与 发 生 加 的 半径 ，e 为 动 贺 外 《内 ) 先 
点 五 到 动画 中 心 的 距离 。e 之 + 为 短 幅 外 把 线 ，e > > 为 长 幅 
外 污 线 。 

三 角 活 塞 旋转 式 发 动机 缸 体 的 理论 型 线 就 是 丸 =27 的 短 
幅 外 摆 线 ( 称 为 双 弧 外 摆 线 ){ 图 113 )。 它 是 由 方程 (2。11) 


《二 2r ) 所 表示 的 曲线 线 原 点 旋转 亏 后 得 到 的 y 其 访 穆 为 ， 
Ce cosgp+ercos Ig 
y=3r sin $+e sin 3¢ 
我 们 同样 可 书 得 出 长 、 短 幅 央 摆 线 的 方程 为 ， 


RR—r 


X={(R—r) cos 办 七 BE cos- ee 
和 2 (一 oe 扎 和 天 十 co) 
y=(R—r) sin $—e sin 2 $ {2.12) 


其 中 及、 、e 的 含义 同 长 、 短 幅 外 氛 线 (图 114). 
特别 地 ， 当 外 二 2r 时 ， 短 辐 内 控 线 方程 (2,12) 成 为 
| 人 cosg 

y={r—e) sing 
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由 此 可 以 看 出 这 是 一 个 以 r 十 e、r 一 e 为 长 、 短 半 轴 的 椭 面 。 
所 以 椭圆 也 可 以 看 作 是 短 司 内 摆 线 的 特例 。 
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习 题 八 


1. 以 加 心 前 直 ( 从 口 大 轴 正 向 开始 ) 为 参数 ， 求 中 心 在 (ga, 如 半 
径 为 了 的 园 的 参数 方程 。 

2. 飞 机 的 飞行 速度 矿 = 150 及 / 秒 , 潜在 飞行 高 度 豆 = 600 米 时 投 
弹 。 求 

(1》 炸弹 离开 飞机 后 的 运动 方程 ， 

{2) 炸弹 经 过 多 少时 间 到 达 地 面 ， 

《3) 飞机 在 离 习 标 多 远 ( 水 平 距 离 ) 的 地 方 投弹 才能 命中 目标。 

3. 设 由 (x、») 在 医 周 


ey 
v=Rsing 


上 运动 ， 过 MH 作 导 Q.LOX，@ 为 惰 足 ， 求 可 忆 中 点 卫 的 轨迹 的 参数 
方程 。 

4, 设 4(a,，0)、BC0，b)， 求 满 . 
是 关系 ， 面积 SaoaP = 2SaoPB 的 动 
点 只 (Y%，2 )》 的 轨迹 的 参数 方程 ( 提 
示 :， 以 SAohAP = 为 参数 )。 

5. 过 定点 Qtc，b) 的 直线 分 别 次 
yx 轴 、2% 输 于 4、 互 ， 设 王 为 O、4、 互 
所 决定 的 长 方形 的 第 四 人 顶点， 已 4 到 
的 斜 兴 扫 为 参数 ， 求 点 三 的 轨迹 的 参 说 
数 方程 。 

6, 设 直线 PQ 与 半径 为 6 的 圆 曲 惠 切 于 中 ，PQ =B， 如 久 在 四 上 
运动 ， 求 王 的 轨迹 的 参数 方程 (《 提示 :， 以 必 4OQ = 关 人 参数)。 

7. 求 下 列 圆锥 曲线 中 ， 平 分 已 知 斜 率 的 蓄 的 直径 的 方程 


(1) 4X2+9y2=36， 纺 共 斜率 为 喜 ， 


YY 


Pitzr,y} 
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第 5 题 


(2) xy= 12， 弦 的 八 率 为 一 多 
(3) y*=2px, 骇 的 斜率 为 名 
(4) 名 -~ - 失 = 1， 驴 的 斜率 为 
小 结 
(一 ) 极 坐标 


1. 平 面 上 的 极 坐标 的 基本 思想 是 由 距离 和 方向 来 确定 平 
面 上 点 的 位 置 ， 也 就 是 在 平面 上 选择 一 个 定点 OV 极点) 和 和 
从 口 引出 的 一 条 射线 O 〇 半 ( 极 铀 ) 以 及 确定 一 个 长 度 单位 和 规 
定 角 误 焉 方 册 建 立 起 极 坐 标 系 ， 那 么 平面 上 任 一 点 已 的 位 置 
可 以 由 OP=p( 极 径 ) 和 到 六 OP 二 所 极 角 ) 这 一 对 有 序 实 
数 来 表示 。 由 此 

(Hi)》 对 于 每 对 极 坐 标 《2，8 ) 都 可 以 确定 平面 上 唯一 的 


a 


点 。 
(2》 对 于 平面 上 的 每 一 点 ， 都 有 无 数 多 对 极 坐 标 
(一 1)"?p，8 十 tx (1 为 整数 ) 与 其 村 应 。 


2. 由 于 平面 上 每 点 的 极 坐 标 有 无 数 多 对 ， 因 死 对 于 极 灶 
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标 平面 上 的 出 线 上 每 ~ 一点， 未 必 它 所 有 极 坐标 都 能 满足 曲线 
的 极 坐标 方程 。 但 只 要 点 的 极 坐 标 中 有 一 对 极 坐 标 能 满足 方 
程 ， 那 么 这 点 就 在 极 坐 标 方 程 所 表示 的 蛆 线 上 。 这 是 曲线 的 
极 坐 标 方程 和 曲线 的 直角 坐标 方程 所 不 同 的 ， 
在 基线 的 极 符 标 方程 中 ， 主 要 也 是 讨论 两 个 基本 问题 ; 
(1) 已 知 则 线 ， 求 它 的 极 坐 标 方程 。 
解 这 类 问题 可 以 选择 适当 的 极 坐 标 系 ， 根 据 划 线 的 形成 


条 件 ， 找 出 曲线 上 任 一 点 运动 的 规律 性 ， 由 此 列 出 动 点 坐标 


与 已 知 条 件 之 间 的 关系 式 ， 化 简 后 即 得 曲线 的 极 坐 标 方 程 ， 

(2) 已 知 极 毕 标 方程 ， 求 作曲 线 。 

解 这 类 问题 一 般 先 根据 方程 讨论 曲线 的 几何 性 质 ( 曲线 
的 周期 性 、 对 称 性 、 有 界 性 、 曲 线 与 极 轴 的 交点 和 P 随 9 变 
化 的 博 况 等 )， 然 后 适当 地 求 出 曲线 .上 一 些 点 的 坐标 ， 在 极 
坐标 平面 上 描 点 、 夯 出 曲线 。 

有 些 曲 线 可 以 利用 位 似 变 换 、 旋 转变 换 作 图 ，、 或 直接 由 
曲线 形成 的 条 件 用 几何 方法 找 出 极 坐 标 平面 上 的 一 些 点 ( 不 
必 计 算出 各 点 的 极 坐标 )， 然 后 用 曲线 将 这 些 点 连接 便 得 到 
方程 所 表示 的 曲线 ， 有 了 时 也 可 借助 于 同一 方程 在 直角 企 标 系 
中 的 图 形 来 作 饲 . 

3。 几 种 常 匈 曲线 的 极 坐 标 方程 

(1) 直线 ” “~… 汪汪 

8 二 a (直线 过 极点 生 与 极 轴 交角 为 a ); 
pcosb=p 《直线 与 极 轴 三 直 ， 极 点 与 直线 距 
房 流 pp ); 
psin0 一 p (直线 与 极 轴 平 行 ， 极 点 与 直线 距 
嵩 为 p); a : 
Pcos《9 一 外 )=p( 从 极点 向 直线 引 和 看 线 ON， 
14#6. 


A 
EA 
Er 


[ON|I=p, AXON= 0m). 
(2) 四 
二 a ”《 贺 心 在 极点 ， 半 径 为 a 移 欧 ); 
P= 二 2a cos 6 (圆心 在 极 轴 上 ， 半 径 为 .G 和 且 过 板 
点 的 贺 注 
p=29s5in8 (圆周 在 极 困 上 方 ， 半 径 为 54 且 与 
极 轴 切 于 极点 的 病 )》 
P 二 0 一 2Doocos(9 一 0) 一 G2 [圆心 在 (Phn， 
6,)， 半 径 为 ex 的 贺 ]。 
《3) 加 锥 曲线 
Pp 二 了- 半 bs5 (以 焦点 媚 为 极点 ,以 下 到 准 线 (所 


引 垂 线 的 反 向 延长 线 为 极 轴 ，- 下 到 1 距离 为 请 的 圈 锥 曲线 )。 
e 为 离心 率 ， 当 0 < e < 1 时 ， 欧 锥 曲线 为 椭 贺 ; 
当  ”e 二 1 时 ， 圆 礁 曲 线 为 抛物 线 ; 
当 ”e > 1 时 ， 贺 锥 曲线 为 双 曲 线 . 
{4) 阿 基 米 德 螺 线 
p 一 ab ( 过 极点 ， 以 极 垂 线 为 对 称 轴 的 螺 线 )5 


po=ag+b (由 Pp =ab 绕 极点 0 旋转 角 (一 七 ) 后 ， 


过 ( b :0) 的 螺 线 )。 
《5) 嵌 线 
p 一 G cos 8+b ( 当 上 &5 二 4 时 为 心脏 线 站 . 
《6) 双 纽 线 
D 一 2a cos 20。 
《7) 四 时 玫瑰 线 
P=dsin 20, 


《8) 给 线 
P=asec0+b. 


(9) 营 叶 线 
P=2r sin0 tg0., 
4. 极 坐标 与 直角 坐标 闻 的 关系 
利用 关系 式 
人 人 士 w zx 
> 一 sinf ee Ei 


可 以 将 点 的 直角 坐标 与 极 坐 标 进 行 互 化 ， 也 可 以 将 曲线 的 直 
角 坐 标 方程 和 极 坐 标 方程 进行 互 化 。 

可 以 看 到 ， 同 一 曲线 在 直角 坐标 系 里 和 极 坐 标 系 里 的 方 
程 形式 是 不 同 的。 如 圆 x? 十 y* 二 a? 和 阿 基 米 德 嵌 线 


ty xT yr 一 aarc te 六 光 +6(0 之 0 ) 在 极 坐标 系 避 呈 再 现 非 


常 简 单 的 形式 : 分 别 为 二 a 和 p 二 9 十 b (a>0)， 而 在 直 
角 坐 标 系 和 极 坚 标 系 中 。 形 式 相同 的 方程 却 表示 完全 不 所 的 
曲线 。 如 一 次 方程 y 一 ax…5 在 直角 坐标 系 中 表示 一 条 直线 ， 
而 一 次 方程 P=a0+epb 在 极 侍 标 系 中 胡 表 示 阿 基 米 德 螺 线 。 

”在 直角 坐标 系 中 ， 我 们 可 以 根据 曲线 的 方程 把 曲线 分 成 
代数 曲线 和 超越 曲线 ， 闪 且 这 种 分 类 与 直角 坐标 系 如 何 选择 
元 关 。 但 是 在 极 坐 标 系 中 ， 却 不 存在 代数 曲线 与 超越 曲线 的 
分 类 。 如 贺 在 直角 华 标 系 中 是 属于 代数 曲线 ， 候 由 于 贺 在 极 
坐标 平面 上 的 位 置 未 辣 ， 它 的 方 深 有 时 表示 为 P = 二 4， 有 时 
表示 为 p= 二 a cos 8， 前 者 为 代数 表示 式 ， 后 省 则 P 为 6 的 起 
越 函 数 表 示 式 。 因 此 不 能 根据 曲线 的 极 举 标 方程 的 形式 ， 将 
曲线 分 成 代数 曲线 或 超越 曲线 。 


148 


还 有 要 注意 的 是 根据 极 坐 标 方 程 讨论 曲线 的 对 称 性 时 ， 
羯 别 条 件 和 直角 坐标 方程 是 不 同 的 ， 可 以 列表 对 照 如 下 : 


直角 举 标 方程 
__ Flx, 3)=0.. 


0F (x, y)=0 


极 坐 标 方程 FCp，8)=0 | 
曲线 关于 极点 nF Cop. 8)=0, 出 


Ft-p, 0)=0 
《原点 ) 对 称 或 Fl(p,， zx+ 扑 =0 


MF{—-x, -v=0 


EE 


曲线 关于 极 轴 | 如 Fo, 9)=0 。 则 | 如 F(x, y=0 


曲线 关于 极 生 l 如 Fp, 0)=0 则 和 F(x, y) -0 


线 (级 四) 对称 ey 则 F(x, y)=0 


《二 ) 参 数 方 程 


1. 平 面 曲 线 的 参数 方程 是 用 一 个 参数 表示 点 的 坐标 ， 由 
两 个 方程 联 立 而 成 的 ， 其 一 般 形 式 为 


=f(t) 
< 二 
se SS 
时 p=f(t) 
或 De a<1<8 


参数 是 对 具体 问题 分 析 之 后 确定 的 ， 一 般 选 择 具 有 物理 
意义 或 几何 意义 的 量 作为 参数 。 由 于 参数 选取 的 不 局， 同一 
轴线 所 得 到 的 参数 方程 也 可 能 不 一 样 。 

2, 曲 线 的 人 参数 方程 中 ， 如 果 可 以 消去 人 参数， 便 得 曲线 的 
普通 方程 。 

在 普通 方程 中 , 设 * 为 某 参 数 上 的 函数 (1), 将 x 二 f (4) 


了 ?7 


代入 普通 方程 后 ， 如 可 解 由 y 一 $(1)， 那 么 便 得 曲线 的 参数 
方程 。 

参数 方程 与 普通 方程 互 化 时 要 注意 方程 的 同 解 性 ， 即 所 
得 到 的 方程 所 表示 的 曲线 与 原来 方程 所 表示 的 曲线 是 否 一 
致 ， 有 了 时 参数 方程 所 表示 的 曲线 只 是 相应 的 普通 方程 所 表示 
的 曲线 的 一 部 分 。 | 

3. 有 关 参 数 方程 的 讨论 中 也 是 研究 曲线 与 方程 的 两 个 基 
本 问题 

(1) 已 知 曲 线 的 参数 方程 ， 画 出 方程 的 图 形 ，。 

-一 般 可 以 根据 参数 方程 讨论 蓝 线 的 一 些 几 何 仁 质 《 周期 
性 、 对 称 性 、 有 界 性 等 ) 在 这 基础 上 找 出 一 些 坐 标 满足 方程 
交感 ， 画 出 曲线 。 

(2) 由 已 知 条 件 求 曲 线 的 参数 方程 。 

通过 选择 适当 参数 ， 由 曲线 上 动 点 的 运动 规律 、， 分 别 求 
出 芒 点 的 两 个 坐标 与 参数 的 关系 式 ， 即 得 曲线 的 参数 方程 ， 

4, 几 种 常见 曲线 的 参数 方程 : 


(1) 直线 ( 过 点 (x,，y,)， 秤 率 为 上 ) 


x 二 at+ x，, 
We (— < t +00) 
(2》 棋 需 

X=acosg 
i sin 9 
(3) 半 立 方 抛物 线 


YX 一 Qi 
eR (~ t <i+%) 
y=a’ 


(O00 <2r) 


《4) 星 形 线 
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= 3 
全 45 0 (oxog<2n) 


y= sins@ 


(5) 和 馈 卡 尔 叶 形 线 


a 3at 

1 
i (+<—1) 
> + 


(6) 圆 的 渐 开 线 ( 基 辕 半径 为 a) 
X= (cos $+ sing) a 
i (0 入 4<+ ) 


如 

4 cosa (0 as) 
d= tga~—a . 

(7) 摆 线 ( 导线 为 直线 ， 发 生 贺 半径 为 a ) 
x=ab—~bsing 
te (一 co<4< +co) 
=c， 为 普通 摆 线 ; 
6<<a， 为 短 幅 旋 轮 线 ; 
b>a， 为 长 慷 旋 轮 线 ; 

其 中 6 为 点 到 发 生 图 中 心 的 距离 。 
(8) 外 摆 线 ( 导 辆 与 发 生 鲍 半 径 分 别 为 Rr ) 


x=(R+r) cos $b—e costry : 
| | 本 《一 ce<d< 十 ce) 
y= {RR+r) sin db—e i 或 (0 $2px) 
2 二 rr， 为 外 和 拉线; 
f+， 为 短 慷 外 控 线 ; 
2Z*， 为 长 幅 外 摆 线 ; 


er 
pe EE re at ee ee 


其 中 ee 为 点 到 发 生 湖 中 心 的 距离 。 
(9) 内 摆 线 ( 导 贺 与 发 生 区 半径 分 别 为 R、r， 玉 二 r+) 


(—co<$<+o0) 


| X=(R—r) tos$t+e cos Ar $ 
$$ 或 ( 0 62D7) 


Rr 
rr 


y=(R—r) sing—e sin 


2 一 r， 为 内 摆 线 ; 

e<r， 为 短 幅 内 摆 线 ; 

er， 为 长 幅 内 返 线 ; 
其 中 e 为 点 到 发 生 贺 中 心 的 距离 。 


总 复习 题 


1, 在 曲线 p= 去 吉方 上 ， 求 下 列 视角 的 各 点 的 直角 坐标 
n 
(1) 8 = 五 ， (2) 8 = - 瑟 ， 
(3) 0 = 0， (4) 0 = 世 . 


2, 在 曲线 p = -记事 上 ， 亦 下 列 极 径 的 各 点 的 直角 坐标 
(1) P= 1, (27 P=2, 
《3) P= 2, 
383. 说明 下 列 防 直线 的 位 置 关 杀 ;: 
(1)0=a 与 pcos (0-a)= 6, 
《2)0=w 与 psintf-a)=0, 
4, 把 下 烈 各 直角 坐标 方程 化 为 极 坐 标 方程 ， 
(1) {x2 + Y=a xs — y*), 


x~t yz 


了 52 


ee ET Er re ee Nr -hgd Air 一 一- 一 下 ro 人 一 一 一 一 


(3) x3 二 ya=3xy， 
(4》 xz2+ya= dV RT sx， 
x3 
2a—x 
(6) (1—- ei)xl+ y2~ ?6pr~e2lpi- 0., 
53. 把 下 州 各 极 华 标 方程 化 为 直角 坐 渤 方程， 


(5) 2 二 


(1) p= Tsp 
(2) D2 cos 2 = 16， 
《3》 pz=azcos29， 
《4) P=4c0s 20, 
(5) p=u? cos 20t Vatcosi0- (ot bry 
6. 试 证 朋 404, 定 )、BCBYV 3S, 玉 ) 及 C(~8， -3 泛 ) 三 点 
共 线 ， 
7, 证 明 经 过 Pt pi， 91)， 和 极 轩 成 角 a 的 直线 方程 是 
Dsin{ -a) = pp: sin -a), . 
38. 已 知 三 角形 三 顶点 坐标 分 别 是 极点 0 与 4 ( pi 901)、 
B( ps，6s;)、 求 人 OAB 的 面积 。 
93, 某 喷气 机 供 气 睛 轮 要 求 当 凸轮 以 名 角 速 
度 @ 转 动 时 ,凸轮 上 4B 使 气 杀 活 赛 CD 以 加 速 
pe 
度 4 作 委 加 这 走 线 运 动 ， 试 求 这 时 由 纶 上 A8 
的 工作 曲线 的 方程 ( 提 示 ， 等 加 速 直线 运动 位 
移 和 村 间 关 系 为 po=p+V of tot Ps 为 


初始 位 置 ， 六 0 为 初速 度 ，a 为 加 速度 )。 

10. O 为 半径 等 于 2 的 圆 上 一 定点 ， 求 口 向 
赔 的 各 切线 所 作 垂 线 的 垂 足 的 轨迹 沟 方 程 
《提示 以 O 为 极点 ， 直 径 04 汶 琢 轴 正 向 建立 第 9 是 
要 坐标 系 )。 
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11. 过 一 定点 O 作 直线 交 定 阅 忆 于 4、8， 
求 48B 中 点 也 的 轨迹 的 方程 。{ac = 2G) 

12. 过 一 定点 O 作 直 线 交 半径 为 + 的 
定 熙 己 于 忆 , 求 DOQ 中 点 已 的 轨迹 的 方程 。 


{oc = 2G) 


第 11 题 第 12 题 

13, 定 点 人 到 定 直 线 1 的 距离 04 =a， 自 Q 引 直线 OQ 交 1 于 QQ@， 

在 OQ 上 取 一 点 PDP， 使 下 列 条 件 之 一 满足 a 
《1) QP = AQ, . (2) 0Q ,OP -=c:， 求 呈 的 轨迹 的 方程 。 


第 13 题 第 14 题 


14. 一 动 直 线 截 两 垂直 相交 于 O 的 定 直线 所 得 人 OAB 重 积 保持 
定 值 a， 求 0 到 动 直线 AB 序 引 王 线 OP 的 彼 足 号 的 轨迹 的 方程 。 
”15. 从 极点 OQ 引 直 线 OQ 交 直线 1 Apcos9+ BPsing+C=0 
于 日 ， 卫 点 分 OQ 成 m:n 的 i 比 ， 当 QQ 在 直线 1 上 移动 时 ， 求 的 轨 
迹 的 方程， 
16. 信 极点 0O 引 直线 OQ 和 加 p: 一 2gP cos 6+a? 一 r?=0 相交 于 
Q， 卫 点 分 线段 0Q 成 m +n 的 比 ， 当 Q 在 加 上 移动 时 ， 求 也 的 轨迹 的 
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方程 。 
a 0 安 几 <27 ) 
ee 


—sing 


= Je 
十，27 扫 史 <47 这 这 一 段 与 直线 y= 避 的 交点 的 坐标 ， 
19， 把 下 列 册 线 的 参数 方程 化 为 普通 方程 ， 并 作 图 。 


18 . 求 押 线 和 ， (ec<g<t+ee) 


(1) 人 | 
\ 了 = 了 2 二 3 《一 ce 所 +coo) 


XZ=6+dcscp 
ya (O00, TLL2ory 
» 《4 于- 1) 
.2 rg 

5 


(3) 


1+t 


(5) (二 于 ) 


=tgy 二 


(6) 
y=ig$ tectgg” 


(0<$<E, FL$LA) 


{ 
(| » 
5 Ee 
a : 
人 


ee pcecositg sint 
(7) 0 
Rs Po 《0 雪上 <<2z) 


755 


20, 抬 下 列 则 线 的 普通 方程 化 为 参数 方程 ! 


(1) y=x? > (y=+tx), 

《2) ya3=2ax2 一 X%3 (y=tx), 

(3) x 时 +y 半 -ao 名 (x=a sins 6), 
《4) XY = Bxy 《3 = tx), 

《5》 x = 一 272 {y--2=fx), 
《6) X2z+T2YXYy+YX2T2X 一 2y = (x=t-t2), 
《7 ) 17x%2 一 16xy+432 一 934X%+ 16v+ 13=0 


(x-1+2c0sH) 
2 . 画 出 下 列 参 数 方程 所 表示 的 物 线 。 


X= 23 
y=3t-ts 
rx=t+isin 
2) 《 (~oo<“ftf<+o0) 
y=1-~cost 
X=20 Cos tocos20 
《3) 《 人 
y=20 Sin OB—-asirn 28 
22. 人 图 说 明 双 曲线 
wx? 2 
和 
芍 人 参数 方程 是 
和 
3 = 五 tg 丰 ” 


《08 2 
并 说 明 怎样 根据 不 同 的 $ 用 几何 作 图 法 作出 双 曲 线 上 的 一 些 点 。 
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4 第 22 改 
23. 设 加 x2+ ys- a 上 点 5 处 的 切线 交 久 铀 于 日 ， 作 QP J OY， 
QP = SQ。 当 S 在 加 上 运动 时 ， 求 了 的 轨迹 的 参数 方程 ( 提示: 


第 23 题 第 24 题 

24. 如 图 ，O8=r 为 曲柄 ，-44 召 为 连 杆 ，4 在 直线 驯 丰 上 各 复 进 
动 ， 了 是 4B 上 的 一 点 ，PA=a。PB8=686， 当 B 线 口 作 贺 民运 动 时 ， 
求 点 五 的 轨迹 的 参数 方程 《 提示 以 和 4A0B= 0 为 参数 )。 

25. 四 为 直线 = 4 上 任 一 点 , 实 线 y = 8g 与 OF 轴 交 于 A4, 在 射线 
OQ 上 取 点 已 ， 作 PPB_LOX , 百 为 牌 足 ， 和 使 号 PP = 4Q， 有 也 点 局 的 轨迹 
的 参数 方程 《提示 ， 以 人 BOP = 0 为 参数 )。 

26. 了 加 xz+y2=G2 交口 六 轴 于 及 半 驼 LM O04A, LA 与 OM 交 


了 57 


于 号 ， 求 点 卫 的 轨迹 的 参数 方程 ( 提示 ; 以 人 LAOM = 为 参数 )。 
YI 


第 25 题 第 26 是 

27. 设 有 边 长 为 4 的 等 边 三 角形 48P、A 在 OX 轴 上 移动 。B 在 

-OF 轴 上 移动 ， 求 点 P 的 轨迹 的 方程 (提示: 以 LOAB=t 为 参数 ). 

28. 求 以 点 OQ 为 焦点 ， 直 线 ! 为 准 线 的 所 有 精 圆 的 短 灿 顶点 的 轨 

迹 的 参数 方程 ， 并 化 为 普通 方程 ， 指 出 它 是 什么 曲线 (提示 ， 取 为 

极点 ，O 到 ! 所 引 垂 线 的 反 向 延长 线 为 极 轴 ; O 到 1 的 距离 为 ,以 
离心 率 e 为 参数 ). 


a | 可 
第 27 古 第 29 题 
29,. 动 直线 QQ 交 定 直线 x = g 于 Q@, 症 OQ 上 取 点 了 ,使 
OQ .OP=kR*《 常 数 ), 求 点 了 的 轨迹 的 参数 方程 (提示 : 以 
全 ADP =9 为 参数 ). | 
30, 自 定点 4 (go，8) 引 直线 分 别 交口 了 轴 、DY 轴 于 B,C， 求 BC 
中 点 五 的 轨迹 方程 ( 提示， 以 2OB4= 0 为 参数 )。 
31, 阅 x?T+y?=g: 交 辽 负 于 4, 抛物 线 y?=2px 上 动 点 


AAA 
‘(xos yo0), 在 上 说 上 上 取 -4 忆 =xo， 在 吉 线 QB 了 积 点 PP(P， 7, 使 
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BP = ye 试 主 点 卫 的 轨迹 为 抛物 螺 线 (p -a)?= 2ap8 (提示: >。 


为 参数 )。 


第 30 题 


32.04 -= 3 是 定 圆 直径 ， 直 线 O08 和 加 相交 于 Q、 和 经 过 .4 的 


切线 交 于 BB，PQLOA4, PBI OA4, 


以 射线 O.4 为 OX 轴 正 向 , 求 点 了 能 轨 


迹 的 参数 方程 ， 并 化 为 普通 方程 ( 提 
示 ; 以 人 A40B = 为 参数 )。 

33. 直 和 角 ABC 的 一 边 A4B 经 过 
定点 也 ， 另 一 边 BC 上 的 点 忆 在 定 直 
线 1 上 移动 ，DD 到 [的 距离 DO= BC 
=20g， 

(1》 求 BC 中 点 忆 的 轨迹 方程 ， 

i2), 求 直角 顶点 8 的 轨迹 方程 ， 
《提示 : 以 D 为 坐标 原点 ， 射 线 O 万 为 
于 轴 正 向 , 定 直线 1 为 Y 轴 ，AODB 
= 必 为 参数 )。 

34。 两 边 在 学 标 纳 上 , 且 对 角 线 
长 为 a 的 矩形 OABC， 由 顶点 刁 向 
对 前 线 .4C 作 垂 线 BP， 求 垂 足 古 的 


轨迹 的 方程 ( 提示 ， 以 人 LO4C = 上 为 参 数 )， 


第 31 题 


第 32 题 
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第 33 题 第 34 题 


35。 设 4B8、CD 是 椭 芒 (或 双 曲 线 ) 的 商 条 直径 ，AB 平 分 平行 
于 CD 的 弦 ，CDD 也 平分 平行 于 48B8 的 落 ( 这 两 条 直径 称 为 共 因 直径 )， 


(1) 求证 经 过 梢 四 3-+ 字 二 = 1 上 一 点 P(x1，y1) 的 直径 广 


程 是 y= 学 上 x， 而 它 的 共 二 直径 的 方程 是 “02 + gi = 03 


a2 tb: 
p 
(2) 求 经 过 双 昌 线 -2 - -入 = 工 上 一 点 PCxi，21) 的 直径 和 
它 的 共 轿 直径 的 方程 。 


附录 习题 .总 复习 题 答案 与 提示 


汪 Co 号 江 7 更 
3。 49 全 )》 7) CC8 8) 
Fira DCT 5 )。 


3. 尖 于 极 轴 所 在 直线 的 对 称 点 ，-41(3， ls) 有 (6 于)， 


Ct5,- ,Dit2 ,EE) ,Es, P12, 0), G1C0, -eT ), 


- 3: 
1(4,- 2 


关于 视点 的 对 称 点 ，As(3, ~ 于)， Bat6, 8) Cal5, 于 ), 


D2 ,2-), Els, 和 ,F228), G20), H,(4, ee 


如 


4 提示: DA=08. BOA =- 3 > 
gi i 机 
5. O(0,0), Ata,d), Bl(v 3a, 8g ): Cl20, ys 


81 
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一 并 
a 


《8》 


《9》 


2 
3 7。 

4 B 2 
人 (-5, -人 入)， 
10, (2) 16, 


14B1= pt pr -opipr cos C0- 0:). 


村 是 二 


peos 0=v 3, (2) Psin 0=3v 5, 

PP 《ty PP= 一 10ccosb， 
p=6cos(T -0), 

中 心 在 极点 ， 半 径 为 $8 的 圆 ， 

过 极点 ， 与 极 灿 交 角 为 的 直线 ， 

区 心 在 《3.f)， 半 径 为 3 的 四 ， 


图 心 在 ( 5, 亏 )， 半 径 为 5 的 而 ， 

过 《2, x ) 与 极 灿 委 直 的 真 线 。 

过 (1 ) 与 5 极 轴 平 行 的 直线 ， 

极点 为 焦点 ， 过 (5 。r )， 以 生 直 于 极 轴 鸣 直 线 为 兴 
的 抛物 线 ， 

福 点 为 焦点 ， 过 (站 ,zz )， 和 于 磋 0 直 红 为 闪 上 


的 双 曲 线 ， 


被 点 为 焦点 ， 过 《1 ,x*)， 以 本 直 于 极 过 的 直线 为 闪 线 
的 梢 区 ， 


(10)》 极点 为 焦点 ， 过 (-35-, 0 )， 以 垂直 于 极 轴 的 直线 为 准 


10 


8 
DP Td (pcpop 


‘3) P= oaco0 


4, Pensd=—p, 


Et te 
. ~ 5-2c0osp 

8xX107 5 
6B, p= -cosg* $3*10°, 

一 PO 2 ep 
?提示 : |FPi| = 1 一 ecas 日 ， | 1-efros( 和 + 人 yy 。 
习 题 三 
0 攻 ds 

1。(1) Pp = 可 (2 为 常数 )。 《2) p? =-( 4 为 常数 )， 


这 
六 二 0 
0>0 
(3) p=aer Qe 下 为 常 
数 ， e 为 自然 对 数 的 遍 ， 肤 无 理 
煞 2.718. we 
163 


OC l 


《7?) 人 ) (8) 同 (1) (a=10) 


3.。 P=acos 8, 圆心 在 《了 0 ) 且 过 极点 的 图 。 


王 p=2 和 二 直线 8:-0、 90=- 迁 、 0= -年 组 成 的 图 形 。 


5. (1) PpP-acosd (1t+sind), (2) p=a(sinb+ecosh)s 
《3) pp=acosnh(t+ycosgy (4) P=29c0s0、 


日 


76064 


习 题 
1,A(2, 2), B(-2, -2 8), C(t4, -4), Dl- vB,1), 


0 六 Poe, Gta, <2y, HCOME 1 
” 9 时 ys 多 2 ， 又 9 2 


3 ee 
尼 (4， 3)， Fd >》 


3。(1) Peost =5， (2) PS$Sin f= ~ 4， 
2 | 
《3》 日 = arc tg 3, (4) P= -2sing, 
(5)p3 sin 20 = 0@, (6) p! cos 20 = 0 
4d. (1) x1+»y2= 49, (2》 8xty=0, 
(3) x?+y*— 4x=0, (4) x = 5, 
《5) 2x%—5y—3=0, {6) xi+y2—- 6x+5=0, 


《7) (xMF Yr = 25y!, (8) (x2+ yi)y=4dx, 
(9) (x2t y2)x=2yt, (10) y+6x=0, 


习 题 五 
1 2 ) 和 和 《2， 让 小。 2。 2,3 ) 和 » 3 者 
和 4.(1, 二 )、 (1, - 吾 ) 和 极点 。 

ee i 

5.《1, ?和 被 点 。 6.(2， 3 ) 和 《sg， 3 jg 

习 题 -™\ 

2 2 

1, (1) y: =2px, (2) ai-- 力 -=1， 


一 了 3 十 2 
< 3) 一 a (4) y2:-y-x—1=0, 
i5) xX+y?*=1, (6) x=oa(y— 6b)2, 
De 
一 =at 
PD 、 (2) 人 etey 
-bt y=actgy 
1 一 民 
4 2at3 
oe Fe 
= _ 2at3 
-5 1+t2 
x=acosty X=2+sing 
‘6, 4 es 4 
y=asinty J=2c0s@ 
习 ” 题 七 
了 2。 


了 了 56 


习 


人 
y=r sing+b” 


xX= 1501 
(1) | t 5 

= oi: 

y= a9t 
~=Rceosg 
4,.2 sing 


6 
T= ~nta 


»=- a+b 
(1) 8x% + 9y =0, 


全 


八 


(2) 11 秒 。 (3) 1650 米 。 


六 
Lem 
< x 
Hl il 
ia | 
j 
外 


6 人 


y=asint-bcost 


(2) 2x~»=0, 


(3) Ry = pb, (4) bix —- ahy=0, 


总 复 习 题 
1, (1) (3, 3v 8), {2) (3,~ 3 8), 
(3) (3, 0), (4) (3,v 3)。 
2. (1) (0, 1), (2) CST) (v8,1)。 
(C3) C1, 1),、 CC—-1.1), 
3 《1) 五 滞 焉 立 ， (2) 互相 半 行 ，。 
4, 1) P=0? cos20, (2) p= acos20 
cosH 、， 
: 3cosphsing 
《3) P = tos rsin gs (4) P=20(1~cos tH), 
_ 29sin2 0 _ ep 
《5) P= Co5D 7 (8) P= Tecosd. 


5 (1) 3x2—y2—24x+36=0, {2) x2— yz2= 16， 
(3) (x2 Fy ~ G2(X2 一 3279 
(4) 《X2 + y2)3 = 16(x?— yt):, 
(5) (wt+y2— a 二 402372 一 有 4 = 0。 

6. 提 示 : C 的 坐标 满足 和 4B 所 决定 的 直线 的 极 誉 标 方 程 ， 

Er 
Prost H -6)=4, 

8， 到 oaoz| sin ( 062 ~ 91)]. 

9, 7 = 0 tpo, 

‘10.2 =a(ll+cos 0), 


11.p =2a cos 98 在 定 圆 CC 内 部 分 的 加 统 《 以 定 点 口交 谱 点 ，O 
点 到 定 敬 圆心 C 连 线 OC 为 极 轴 ) 。 


12. p*+a*—2ap cos 6= (£5) 汉 定 点 口 为 极点 ，O 到 定 加 加 


了 08 


心 C 连 线 OC 为 极 铀 )。 
a{l+ sing) 
Cos 由 有 


G cos 8 (以 定点 口 为 极点 ，0O 到 定 直 线 1 的 环线 


t3。《1) Pp 


(2) p 
人 A 为 极 轴 })。 
14. pp: =a sin 2326 射线 口 -4 为 极 铀 )。 


2 7 
15. ApPpcos0+ BPSin d+ i C=0., 


sf (2 -A) = 
16. p -2 ao soso (as) tr 


17。 =arcteg a 


We 8), (2 
" 3 2 37° 3 


19, {1) 


(x~ y+2)2~4(y—2) 
(3) 


169. 


《7) 


20, (1) 


‘3) 


(5) 


170 


26 
1 + 后 
SS 
~ 1+t3 
(&) 9 
3f3 
PP 1+t* 


21。 


22 。 


23。 


2 人 

或 ba 
着 $=12 -3t+2 
人 . 人 


P=4cosd rsing Y=4c050—2 sing 


X=O0A’=O0Asech=asecg 
y=A’P= BB'=OBted=btgg, 
“= 


y=atet 


b 
xX=rcosd+ rp vilatbi -rr sinsd 


24。 
水 二 了 下放 r in8 
25, Se 
y=actre 
.acost 
26, | Oe 
__asint 
Yrcost 
如 一 2x 
三 CCosrirCGcost 3 一 下 》 
27。 
» 
y= gsinl- Et) 
P=—— 
28。 了 一 ez =- -六 cosb 2 .. 
六 Sin2 4 于 即 y px 
cAs d=-e 
x = Rcos: 0 
20。 
y= 各 cosgsing 
x = 豆 (a- BEctg fy) 
50。 
y = 立 (B- Gt 多 十 ) 


一 
0 AB Xo > , 
~ a a 2ap 


a 
y=2atgt 


HH x(y24 4g?) = Bg 


x=asing 
oll- sing): 


二 = 


cosy 


DG 51N 9 
(2) 4 
y=2ntg $l- sing) 


2 0 1 


xX=aG COs 
34, 4 四 . 
y=a sin31 


35。(1) 提 示 ; 视 国 直径 必 过 中 心 ( 原点 》， 


> YI% eS 


{2) y= -xx 和 i 


% 
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